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ELEMENTI 

01 

GEOMETRIA SOLIDA ( ) 



LIBRO QUINTO 



I PIANI E GLI ANGOLI SOLIDT^ ~ 




DEFINIZIONI \ \ • \ 

,.IL linea retta è perpendicolare ad un pimerlf 
quando è perpendicolare a tutte le rette che' passano pel 
suo piede nel piano (Scol. Prop, 4 ). Reciprocamente il 
piano è perpendicolare alla linea. 

Il piede della perpendicolare è il punto ove questa 
linea incontra il piano. 

II. Una linea è parallela ad un piano, quando non può 
incontrarlo a qualunque distanza si prolunghino l’uno e 
1’ altra. Reciprocamente il piano è parallelo alla linea. 

HI. Due piani sono paralleli fra loro, quando non 
possono incontrarsi a qualunque distanza si prolunghino 
1’ uno e P altro. 

IV. Si dimostrerà (Prop. 3) che la intersezione co- 
mune di due piani che s’ incontrano è una linea retta -, 
posto ciò, l'angolo o l'inclinazione scambievole di due pia- 
ni è la quantità più o meno grande per la quale sono di- 



(a) Geometria solida, 0 con altro vocabolo più preci no. 
Stereometria, da arrepsóf (stereos) solido, e da gerboa ( me- 
tron ) misura. Scienza che (ralla della misura dei solidi. 

( Il Thad. ) 
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stanti l’uno dall' altro; questa quantità si misura (Prop. 7) 
dall’ angolo che fanno fra loro le due perpendicolari ti- 
rate in ciascuno di questi piani ad un medesimo punto 
della comune intersezione. 

Questo angolo può essere acuto, retto od ottuso. 

V. Se 1’ angolo che misura la inclinazione scambie- 
vole di due piani è retto, i due piani sono perpendico- 
lari fra loro. 

VI. Angolo solido è lo spazio angolare compreso fra 
più piani che si riuniscono in un medesimo punto. 

fì*.. 99 . Così l’angolo solido S ( fig. 199 ) è formato dalla 
riunione dei piani ASB, BSC, CSD, DSA. 

Sono necessari almeuo tre piani per formare un an- 
golo solido. 

PROPOSIZIONE PRIMA. 

TEOREMA. 

. Una linea retta non può essere in parte sopra un piano 
ed in parte fuori. 

Infatti, secondo ladefinizionedel piano (De fin. VI,hb.I ), 
qualora una linea retta ù due punti comuni con un pia- 
no, essa è tutta intera iu questo piano. Quindi una li- 
nea retta etc. C. B. D. 

Scolio. Per riconoscere se una superficie è piana , 
bisogna applicare una linea retta in differenti sensi su 
questa superficie, ed osservare se tocca la superficie in 
tutta la sua estensione. 

PROPOSIZIONE II. 

TEORBMA. 

Due linee rette che si tagliano , sono in un medesimo piana 
e ne determinano la posizione. 

Tig.it,. Siano AB, AC (fig. 181) due linee rette che si ta- 
gliano in A ; dico che sono in un medesimo piano e ne 
determinano la posizione. 

Si può concepire un piano ove trovasi la linea retta 
AB; se ir* seguito si fa girare questo piano intorno ad AB, 
finché passi pel punto C , allora la linea AC che à due 
suoi punti A e C in questo piano ci sarà tutta iutera ; 
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dunque la posizione di questo piano è determinata dalla 
sola condizione di contenere le due rette AB, AC. Quin- 
di due linee rette etc. B. D. 

Corollario I. Un triangolo ABC, o tre punti A, B, 

C , non in linea retta , determinano la posizione di un 
piano. 

Corollario 11. Dunque anche due parallele AB , CDrig.is». 
(fig. 182) determinano la posizione di un piano*, intat- 
ti, se 'tirisi la secante EF, il piano delle due rette AE, 

EF sarà quello delle parallele AB, CD. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Se due piani si tagliano, la loro comune intersezione 
sarà una linea retta. 

Intatti, se tra i punti comuni ai due piani se ne tro- 
vassero tre che non fossero in linea retta, i'due piani di 
cui si (ratta, passando ciascuno per questi tre punti, non 
formerebbero che un solo e medesimo piano ( Corol. /, 

Prop. 2) ; il che è contro la supposizione ; dunque tutti 
i punti comuni a due piani che si tagliano, debbono es- 
sere in una linea retta. Quindi se due piani etc. C. B.D. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Se una linea retta qualunque è perpendicolare a due altre 
■ linee rette che s’ intersecano al suo piede in un piano, 
essa sarà perpendicolare a qualunque altra retta condot- 
ta pel suo piede nello stesso piano , e quindi sarà per- 
pendicolare al piano. 

Se la linea retta AP ( fig. 183) è perpendicolare alleri* >8*. 
due altre PB, PC che s’ intersecano al suo piede nel pia- 
no MN *, dico che essa sarà perpendicolare ad una retta 
qualunque PQ condotta pel suo piede nello stesso piano, 
e quindi essa sarà perpendicolare al piano MN. 

Per un punto Q preso a volontà sopra PQ tirisi la 
linea retta BC nell’angolo BPC, di maniera che BQ=QO 
(Probi. 5,lib. ///); tirinsi AB, AQ, AC. 

La base BC essendo divisa in due parti eguali nel pun- 
to Q, il triangolo BPC darà ( Prop. 14, lib. Ili) 
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PC* + PB = 2PQ -f- 2QC . ‘ ' 

Il triangolo BAC darà similmente 

AC 1 + AB’ r= StAQ* + 2QC*. 
Togliendo la prima eguaglianza della seconda si avrà 

AC* — PC" + AB* — PB* = 2AQ* — 2PQ* , 

ed osservando che i triangoli APG, APB , ambidue ret- 
tangoli in p , danno 

a __a 

AC — PC = AP 
• ed 

H. 

AB* — PB* = AP* , 

si avrà 

AP* -f aT>* = 2AQ* — 2PQ* -, 
dunque prendendo la metà da ambe le parti si à 

AP* = AQ* - PQ* 

ovvero 

AQ* = A"P* + PQ* ; 

dunque il triangolo APQ è rettangolo in P ( Prop . 13, lib. 
Ili), dunque AP è perpendicolare a PQ. Quindi se una 
linea reità etc. C. B. I). 

Scolio. Da ciò vcdesi che non solamente è possibile 
che una linea retta sia perpendicolare a tolte quelle che 
passano pel suo piede in un piano, ma che ciò è tut- 
te le volte che questa linea è perpendicolare a due sole 
rette condotte nel piano: questo è quello che dimostra la 
legittimità della definizione I. 

Corollario I. La perpendicolare AP è minore di una 
- obliqua qualunque AQ -, essa dunque misura la vera di- 
stanza dal punto A ai piano PQ. 

Corollario II. Da un punto P dato sopra un piano, 
non si può alzare che una sola perpendicolare a questo 
piano-, intuiti se si potessero alzare due perpendicolari 
djllo stesso punto P, conducasi per queste due perpen- 
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focolari un piano , la cui intersezione col piano NM sia 
PQ-, allora le due perpendicolari delle quali si tratta sa- 
rebbero perpendicolari alla linea PQ nello stesso punto e 
nel medesimo piano, il che è impossibile. 

È parimente impossibile di abbassare da un punto da- 
to fuori di un piano due perpendicolari a questo piano ; 
infatti siano AP, AQ queste due perpendicolari, allora il 
triangolo APQ avrebbe due angoli rolli APQ , AQP il 
che è impossibfle. 



PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

*' 4 * 

Le oblique egualmente lontane dalla perpendicolare (a) so - 
no eguaii e, di due oblique disugualmente lontane dal- 
la perpendicolare , quella che se ne allontana di più è 
la maggiore. 

Siano le oblique Al; , AC, AD ( fìg. 484) ogual-e 
mente loutane dalla perpendicolare AP al piano MN, cioè 
che sieno le disianze PB, PC, PD eguali •, dico che queste 
oblique sono eguali fra loro; e sia di più la obliqua AE 
più lontana dell’altra obliqua AD, cioè che sia PE maggiore 
di PD; dico l’ obliqua AE essere maggiore dell’obliqua AD. 

Infatti gli angoli APB, APC , APD essendo retti, i 
triangoli APB , APC , APD anno un angolo eguale coni- ' 
preso fra Iati eguali; dunque saranno eguali; dunque le 
ipotenuse AB, ÀC, AD sono eguali fra loro. 

Similmente, la distanza PE essendo maggiore di PD 
o della eguale PB, è chiaro che l’obliqua AE è maggio- 
re di AB o della eguale AD. Quindi le oblique egualmen- 
te lontane etc. C. B. D. 

Corollario. Tutte le oblique eguali AB, AC, AD etc. 
terminano alla circonferenza BCD descritta dal piede D del- 
la perpendicolare come centro ; dunque essendo dato un 
punto A fuori di un piano, se si vuol trovare su questo 
piano il punto P ove cadrebbe la perpendicolare abbassa- 
ta da A , bisogna segnare sopra questo piano tre punti 
C, D, egualmente lontani dal punto A , e cercare in 

(a) Aggiungi ad un piano ( Il Trao. ), 
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seguito il centro del cìrcolo che passa per questi punti \ 
questo centro sarà il punto cercato P. 

Scolio. L’ angolo ABP è ciò che dicesi inclinazione 
dell' obliqua AB sopra il piano MN\ vedesi che questa in- 
clinazione è eguale per tutte le oblique AB, AC, AD etc. 
che si allontanano egualmente dalla perpendicolare, per- 
chè tutti gli angoli ABP, ACP, ADP sono eguali fra loro. 

PROPOSIZIONE VI. ^ 

TEOREMA. 

Sia una linea retta perpendicolare ad un pupo, ed altra 
retta situata in questo piano ; se dal pime dellqjretta 
perpendicolare si abbassi la perpendicolard^plla Tetta si- 
tuata nel piano, e se si unisce il punto <mjpla perpen- 
dicolare abbassata incontra la retta situata nel piano 
cdHk qualunque altro punto della perpendicolare al pia- 
no, questa congiungente sarà perpendicolare alla retta 
situala nel piano. 

’• Sia AP una perpendicolare al piano ( fig. 485) MN, 
e BC una linea retta situata in questo piano, se dal pie- 
de P della perpendicolare si abbassi PD perpendicolare a 
BC,e si congiunga AD-, dico AD essere perpendicoli» ad AC. 

Prendasi DB = DC, e tirisi PB, rè, AB, AC *, poi- 
ché DB=DC , l’obliqua PB = PC; e per rappòrto alla 
perpendicolare AP, poiché PB = PC, l’ obliqua AB = AC 
( Prop. 5) *, dunque la linea AD à due suoi punti A e D 
egualmente distanti dalle estremità BeC; dunque AD è 
perpendicolare al mezzo di BC. Quindi se una linea retta 
etc. C. B. D. 

Corollario. Si vede ancora che BC è perpendicolare 
al piano APD, poiché BCè perpendicolare nel tempo stesso 
alle due rette AD, Pl>. 

Scolio. Le due linee AE, BC, offrono 1’ esempio di 
due linee rette che non s’ incontrano perchè non sono si- 
tuate nello stesso piano. La minore distanza di queste li- 
nee è la retta PD che è ad un tempo stesso perpendico- 
lare alla linea AP ed alla linea BC. La distanza PD è la 
minore fra queste due linee -, poiché se si congiungono 
due altri punti come A e B, avremo AB > AD, AD> PD-, 
dunque con più ragione AB > PD. 

, Le due linee AE, CB, quantunque non situate in un 
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medesimo piano, fanno Ira loro un angolo rei to, poiché 
AD e la parallela,; condotta per un suo punk» alla linea 
BC faranno tra loro un angolo retto. Parimente la linea 
AB e la linea PD che rappresentano due rette qualunque, 
non situate nello slesso piano* fanno fra loro il medesimo 
angolo che farebbe con AB la parallela a PD condotta 
per un p'uhto di AB,! . ' ' 

, .* '• , 

, PROPOSIZIONE VII. 

j! > 

*>>£. TF.OltEMA. 

.■*- * 

Se unÀ linea velia è perpendicolare ad un piano , qua- 
lunque linea parallela a questa perpendicolare sarà per- 
pendicolare allo stesso piano. 

Sia la linea AP ( fig. -186 ) perpendicolare al pianoFi g .i36, 
MN, e sia DE parallela ad AP ; dico che DE sarà anche 
perpendicolare al pianq, MN. 

Secondo le parallele AP, DE, menisi il piano, la cui 
intersezione col piano MN sarà PD ; nel piano MN tirisi 
BC perpendicolare a PD, e congiungasi AD. 

• ...Secondo il corollario del teorema precedente, BC è 
perpendicolare al piano APDE*, dunque V angolo BDE è 
retto ; ma l’angolo EDI' è ancora belio, poiché AP è per- 
pendicolare a PD, c che DE è parallela ad AP ; dunque 
la linea DE è perpendicolare alle due relte DP, DB-, es- 
sa dunque è perpendicolare al loro piano MN. Quindi se 
una linea retta etc. C. B. D. 

Corollario l. Reciprocamente , se le rette AP , DE 
sono perpendicolari allo stesso piano MN , esse saranno 
parallele , poiché, se non lo fossero, conducasi pel pun- 
to D la parallela ad AP, questa parallela sarà perpendi- 
colare al piano MN -, dunque si potrebbero da un medesi- 
mo punto D alzare due perpendicolari ad «in medesimo 
piano ; il che è impossibile ( Corolforio II , Prop. 4). 

Corollario II. Due linee A c B parallele ad una ter- 
za C sono parallele fra loro $ poiché immaginandosi un 
piano perpendicolare alla linea C, le linee A e B paral- 
lele a questa perpendicolare* saranno perpendicolari al 
medesimo piano ^ dunque, pel corollario precedente, es- 
se saranno parallele Ira loro. 

Si suppone che le Ire linee non sono in un medesi- 
mo piano, altrimenti la proposizione sarebbe già noia 
(Piop. 21 ì lib. /). 

Legkmm'.k (leoni Solida 2 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se una linea velia è parallela ad altra retta condotta in 
un piano , essa sarà parallela a questo piano . 

F, g .,o 7 . sia j a linea 487) parallela alla reità CD con- 

dotta nel piano MN; dico che sarà parallela a questo piano. 

Infatti, se la linea AB che è nel piano ABCD incon- 
trasse il piano MN, ciò non potrebbe essere che in qual- 
che punto della linea CD , intersezione comune dei due 
piani -, ora AB non può incontrare CD, poiché parallele; 
essa dunque non incontrerà neppure il piano MN ; dun- 
que sarà parallela a questo piano ( Def. 2 ). Quindi se 
una linea retta etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Due piani perpendicolari ad una stessa retta sono paral- 
leli fra loro. 

ri*,. ss. Siano i due piani MN, PQ (fig. 488) perpendicolari 
alla stessa retta AB : dico che questi piani sono paralleli 
fra loro. 

Infatti se s’ incontrassero in qualche parte, sia 0 un 
loro punto comune, tirinsi OA, OB \ la linea AB , per- 
pendicolare al piano MN è perpendicolare alla retta 0.4 
condotta al suo piede in questo piano ; per la medesima 
ragione AB è perpendicolare a BO ; dunque OA, BO sa- 
rebbero due perpendicolari abbassate dal medesimo pun- 
to 0 sulla stessa linea retla ; il che è impossibile; dun- 
que i piani MN , PQ non possono incontrarsi ; dunque 
sono paralleli. Quindi se due piani eie. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Le intersezioni di due piani paralleli con un terzo piano 
sono parallele fra loro. 

Siano le intersezioni EF, CH (fig. 489) di due pia-Fig.is,. 
ni paralleli MN, PQ, con un terzo piano FG; dico che EF, 

GH sono parallele. 

Infatti se le linee EF, GH situate in uno stesso pia- 
no non sono parallele, prolungate s’ incontreranno -, dun- 
que i piani MN, PQ, nei quali esse sono, s’ incontrereb- 
bero pure } dunque non sarebbero paralleli ; il che è 
contro la supposizione ; dunque le intersezioni di due 
piani etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOBEMA. 

Ogni linea retta perpendicolare ad un piano è perpendi- 
colare ancora al piano parallelo al piano dato. 

Sia la linea AB ( fig . 488 ) perpendicolare al pian0F,,,88. 
MN *, dico che sarà perpendicolare ancora al piano PQ pa- 
rallelo al piano MN. 

Tirisi a piacimento la linea BC nel piano PQ , per 
AB, BC conducasi un piano ABC, la cui intersezione col 
piano MN sia AD } l’intersezione AD sarà parallela a BC 
( Prop . 40) ; naa la linea AB perpendicolare al piano MN 
è perpendicolare alla retta AD ; dunque essa sarà anco- 
ra perpendicolare alla parallela BC •, e poiché la linea AB 
è perpendicolare a qualunque retta BC menata pel suo 
piede nel piano PQ, ne segue che essa è perpendicolare 
al piano PQ. Dunque ogni Unta retta perpendicolare etc. 

C. B. D. 



Digìtized by Google 




PROPOSIZIONE XH. 



Tif.iSt) 



Fi g. 190 



12 



TEOREMA. 

Le parallele comprese fra due piatii paralleli * 
sono eguali. 

Siano le parallele EG, FU ( fig. 189 ) comprese fra 
i due piani paralleli MN, PQ; dico che queste parallele 
sono eguali. 

Per le parallele EG, FH facciasi passare il piano EGFH 
che incontrerà i piani paralleli secondo EF, GII. Le in- 
tersezioni EF, GH sono parallele tra loro ( Prop. 10) y 
come pure EG , FH -, dunque la figura EGHF è un pa- 
rallelogrammo*, dunque EG = FH. Quindi le parallele eie. 
C. B. D. * 

Corollario. Segue da ciò che due piani paralleli so - 
no da per tulio ad egual distanza ; poiché se EG ed FU 
sono perpendicolari ai due piani MN, PQ, esse saranno 
parallele fra loro (Prop. 7)*, dunque saranno eguali. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se due angoli non situati nello stesso piano anno i lati pa- 
ralleli e diretti nel medesimo senso, questi angoli saran- 
no eguali ed i loro piani saranno paralleli. 

Siano i due angoli CAE, DBF ( fuj . 190 ) non situa- 
ti nello stesso piano, e che abbiano il lalo CA parallelo a 
DB, il lato AE parallelo a BF, e tutti diretti nello stesso 
senso; dico questi angoli essere eguali ed i loro piani es- 
sere paralleli. 

Prendasi AC = BD ed AE= BF, e congiungansi CE, 
DF, AB, CD, EF. Poiché AC è eguale e parallela a BD, 
la figura ABDCè un parallelogrammo (Prop. 30 , Ub. /)*, 
dunque CD è eguale e parallela ad AB. Per simile ragio- 
ne EF è eguale e parallela ad AB *, dunque ancora CD 
è eguale e parallela ad EF, la figura CEFD è dunque un 
parallelogrammo, e perciò il lato CE è eguale e parallelo 
a DF ; dunque i triangoli CAE, DBF sono equilateri fra 
loro ; quindi i’ angolo CAE = DBF. 
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In secondo luogo dico che i! piano ACE è parallelo 
al piano BDF-, infatti suppongasi che il piano parallelo a 
BDF condotto pel punto A incontri le linee EF, CD in punti 
diversi da C ed E , per esempio in G ed H; allora se- 
condo la proposizione xii, le ire linee AB, GD, FH sa- 
ranno eguali ; ma le tre AB, CD, EF sono pure eguali -, 
dunque si avrebbe CD=GD, ed FU = EF ; il che è as- 
surdo, nato dall’aver supposto che il piano parallelo a BDF 
condotto pel punto A incontrasse le linee EF, CD in punti 
diversi da C ed E; e perciò deve incontrarle nei punti 
C ed E ; dunque il piano ACE è parallelo a BDF. Quindi 
se due angoli etc. C. B. D. 

Corollario. Se due piani paralleli MN, PQ, sono in- 
contrati da due altri piani CABD, EABF, gli angoli CAE, 

DBF , formati dalle intersezioni dei piani paralleli , sa- 
ranno eguali; perchè l’intersezione AC è parallela a BD 
{Prof. 40), AE parallela a BF-, dunque l’angolo CAE=DBF. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

• * r 

Se tre rette non situate nello stesso piano sono eguali e 
parallele , i triangoli formali dall’ una parte e dall 1 al- 
tra , congiungendo le estremità di queste rette , sa- 
ranno eguali , ed i loro piani saranno paralleli. 

Siano le tre rette AB, CD, EF ( fig. 490') non si- r . g i90 
tuate nello stesso piano, eguali e parallele ; dico che i fc ’ 
t riangoli ACE, BDF , formati da una parte e dall’ altra, 
congiungendo le estremità di queste rette, saranno egua- 
li, ed i loro piani saranno paralleli. 

Infatti siccome AB è eguale e parallela a CD, la figura 
ABDC è un parallelogrammo ; dunque il fato AC è eguale 
e parallelo a BD. Per la stessa ragione i lati AE, BF, sono 
eguali e paralleli , come pure CE , DF \ dunque i due 
triangoli ACE , BDF sono eguali. 

In seconde luogo dico che il piano ACE è parallelo 
al piano BDF ; infatti suppongasi che il piano parallelo a 
BDF, condotto pel punto A, incontri le linee EF, CD in 
punti diversi di C ed E , per esempio , in G ed H ; al- 
lora secondo la proposizione xii le tre linee AB , GD « 

FH saranno eguali , ina le tre linee AB , CD , EF sono 
pure eguali; dunque si avrebbe CD =GD, ed FH = EF; 
il che è assurdo, nato dall’aver supposto che il piano pa- 
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rallelo a BDF condollo pel punto A incontrasse le linee 
EF, CD in punti diversi da C ed E; e perciò deve in- 
contrarle in C od E ; dunque il piano ACE è parallelo a 
BDF. Quindi se tre rette etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XV. 

♦ . 

TEOBMU. 

Dite rette comprese fra tre piani paralleli sono tagliate 
in parti proporzionali. 

i 

fì*.. 9 ». Siano le due rette AB, CD ( fig . 494), e che la linea 
AB incontri i piani paralleli MN, PQ, RS in A, E, B, e 
che la linea CD incontri i medesimi piani in C, F, D; 
dico die si avrà 

ae ; eb :: cf : fd. 

Tirisi AD che incontri il piano PQ in G, e eongiun- 
gansi AC, EG, GF, BD ; le intersezioni EG, BD dei pia- 
ni paralleli PQ , RS per il piano ABD sono parallele 
( Prop. 40 ) ; dunque 

ae : eb :: ag : gd; 

similmente le intersezioni AC, GF, essendo parallele, si à 

ag : gd :: cf : fd; 

dunque, pel rapporto comune AG ; GD, si avrà 

ae : eb :: cf : fd. 

Quindi due rette eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEORBM* 

Sia tm quadrilatero qualunque situalo o non situalo tulio stesso piano, 
s* si taglino i lati opposti proporzionalmente con due rette termi - 
nate ai lati del quadrilatero , queste rette si taglieranno in un pun- 
to che resteranno divise ciascuna proporzionalmente ai lati del 
quadrilatero divisi dall'altra retta. 

Si* ABCD (fij iga) un qnsdrilatero qnalonq ne situato o non 
*‘' 9,, sÌlaalo in un medesimo piano, se si taglino i lati opposti propor- 
sionalmente eoa due rette EF, GH, talmente che ai abbia 

AE ; EB “ DF ; FC 

bg : gc :: ah ; HDj 



Digitized by Google 




15 

dico che la rette EF, GH si taglieranno in un punto M in moda 
che si avrà 

HM : MG AE : ER 
ed 



EM : MF *: AH • HD. 

Conducasi per AD un piano qualunque AàHcD che non passi 
per GH ; per i punti E, B, C, F conducili*! a GH le parallele 
Et, B b, Cc, F f che incontrino questo piano in e, b, c, f. 

Per le parallele B6, GH, C.c (Prop. i5, itb. Ili) si avrà 

6H : He :: eg : gc ;; ah : hd,- 

dunque i triangoli AHà, DHc sono simili (Prop, 20 , lib. Ili), Si 
avrà di più 





Ae : ti :: ae : eb 


e 






- d/- : fc :: df : fc ; 


dunque 


a* : eb p / : fc, 


o, componendo , 


Ae : Df :: a b \ d c . 


ma per i 


triangoli simili AH b, DHc st à 




Ab : Dc ah : hd,* 


dunque 


Ae : Df :: ah : hd ; 



d’altronde! triangoli AH6, cHD, essendo simili, F angolo HAe= 
tlDf; dunque i triangoli AHe, DH/'sono simili (Prop. ao, lib lil)\ 
dunque I’ angolo AHe = t)H f. Me segue in primo luogo che eH/'e 
una linea retta, e che perciò le tre parallele Ee , GH , F f suua 
situale in uu medesimo piano, il quale coulerià le due rette EF, 
GH ; dunque queste debbono tagliarti in un punto Al- In seguito 
per le parallele Ee, MH, Tf si avrà 

em : mf eH : h f » ah : hd. 

Con una costruitone simile, rapportata al tato AB, si dimo- 
sturebbe che 

hm : mg :: ae : eb. 

Quindi se un quadrilatero etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

L'angolo compreso fra due piani che si segano , può es- 
sere misurato {conforme alla definizione IV) dall'an- 
golo che fanno fra loro le due perpendicolari condotte 
t» ciascuno di questi piani all'inlersezione comune. 

Fig.igs. L’angolo compreso fra i due piani MAN (fig. 193), 
MAP pud essere misurato dall’angolo NA1* che fanno fra 
loro le due perpendicolari AN, AP condotte in ciascuno 
di questi piani all’ intersezione comune AM. 

Per dimostrare la legittimità di questa misura bi- 
sogna provare : 

t. u Che essa è costante, ossia che sarebbe la stes- 
sa a qualunque punto dell’ intersezione comune si con- 
ducessero le perpendicolari. 

Infatti, se si prende un altro punto M, e si condu- 
cono MC nel piano MN, ed MB nel piano MP perpendi- 
colari alla comune intersezione AM', poiché MB ed AP sono 
perpendicolari ad una medesima retta AM, esse sono paral- 
lele fra loro. Per la medesima ragione MC è parallela ad 
AN ì dunque l’angolo BMC = PAN ( Prop . i3)\ dunque è 
indifferente il condurre le perpendicolari al punto M od 
al putito A •, l’angolo compreso sarà sempre lo stesso. 

2.° Bisogna provare che se 1’ angolo dei due piani 
aumenta o diminuisce in un certo rapporto, I’ angolo PAN 
aumenterà o diminuirà nel rapporto medesimo. 

Nel piano PAN descrivasi col centro A e con un raggio 
a piacimento l’arco NDP; col centro M e con un raggio 
eguale descrivasi l’arco CEB *, tirisi AD a piacimento : i 
due piani PAN, BMC, essendo perpendicolari ad una me- 
desima retta MA, saran paralleli {Prop. 9); dunque lo in- 
tersezioni AD, ME di questi dui* piani con un terzo AMD 
saranno parallele $ dunque l’angolo BME sarà eguale a 
PAD {Prop. 13). 

Chiamisi per un momento cuneo l’ angolo formato 
dai due piani PM, MN : posto ciò se l’angolo DAP fosse 
eguale a DAN,è chiaro che il cuneo DAMP sarebbe eguale 
al cuneo DAMN, perchè la base PAD si situerebbe esat- 
tamente sulla sua eguale DAN, l’altezza AM sarebbe sem- 
pre la stessa ; dunque i due cunei coinciderebbero l’uno 
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coll’ altro. Si vede similmente che se 1* angolo DAP fosse 
contenuto un certo numero preciso di volte nell’ angolo 
PAN, il cuneo DAMP sarebbe contenuto altrettante volle 
nel cuneo PAMN. D’altronde dal rapporto in numeri interi 
ad un rapporto qualunque la conclusione è legittima, ed 
è stata dimostrata tale in una circostanza interamente si- 
mile ( Prop . I7,lib. II) ; dunque, qualunque siasi il rap- 
porto dell’angolo DAP all’angolo PAN , il cuneo DAMP 
sarà in questo medesimo rapporto col cuneo PAMN-, dun- 
que l’angolo NAP può esser preso per la misura del cuneo 
PAMN o dell’ angolo che fanno fra loro i due piani MAP, 

MAN. 

Quindi r angolo compreso etc. C. B. D. 

Scolio. È lo stesso per gli angoli formali da due piani, 
che per gli angoli formati da due rette. Così allorché due 
piani s’ intersegano scambievolmente, gli angoli opposti al 
vertice sono eguali, e gli angoli adiacenti equivalgono in- 
sieme a due angoli retti -, dunque se un piano è perpen- 
dicolare ad un altro, quest’ ultimo è perpendicolare al pri- 
mo. Parimente nell’incontro di piani paralleli con un terzo 
piano si avranno le medesime eguaglianze di angoli e le 
medesime proprietà che nell’ incontro di due linee paral- 
lele con una terza linea. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Se una linea è perpendicolare ad un piano, ogni piano 
condotto per questa linea sarà perpendicolare allo stes- 
so piano. 

Sia la linea AP ( fìg. 194) perpendicolare al piano FlJ . I9 4 , 
MN ; ogni piano APB condotto per AP sarà perpendicolare 
allo stesso piano MN. 

Sia BC 1’ intersezione dei piani AB, MN; senei pia- 
no MN si conduca DE perpendicolare a BP, la linea AP, 
essendo perpendicolare al piano MN, sarà perpendicolare a 
ciascuna delle due rette BC, DE; ma l’angolo APD, for- 
mato dalle due perpendicolari PA , PD all’ intersezione 
comune BP, misura l’ angolo dei due piani AB, MN ; dun- 
que poiché quest’ angolo é retto, i due piani sono perpen- 
dicolari fra loro ( Def. 3). 

Quindi se una linea etc. C. B. D. 

Scolio. Quando tre rette, come AP , BP , DP sono 

Lecendre Geom. Solida 3 
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perpendicolari fra loro, ciascuna di queste linee è perpen- 
dicolare al piano delle allre due, ed i tre piani sono per- 
pendicolari fra loro. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOBBMA. 

Se un piano è perpendicolare ad altro piano , e se in uno 
di questi piani si conduca una linea perpendicolare alla 
loro comune intersezione , questa linea sarà perpendi- 
colare ancora all' altro piano. 

Sia il piano AB perpendicolare al piano MN ( fig . 494), 
Fìs,,9 *'e clic nel piano AB si conduca la linea PA perpendico- 
lare alla intersezione comune PB; dico che PA sarà per- 
pendicolare al piano MN. 

Infatti, se nel piano MN si conduca DP perpendico- 
lare a PB, V angolo APD sarà retto, giacché 1 piani sono 
perpendicolari fra loro-, dunque la linea Al’ è perpendicola- 
re alle due rette PB, PD; dunque essa è perpendicolare al 
loro piano MN. Quindi seunpiano è perpendicolare etc. G.B.D. 

Cor oliai io. Se il piano AB è perpendicolare al piano 
MN, e per un punto P dell’ intersezione connine si alzi 
una perpendicolare al piano MN *, dico che questa perpen- 
dicolare sarà nel piano AB: infatti se non fosse tale, si 
potrebbe condurre nel piano AB una perpendico are AP 
all’ intersezione comune BP, la quale sarebbe nel mede- 
simo tempo perpendicolare al piano MN; dunque nel me- 
desimo punto P vi sarebbero due [*rpendicolari al pia- 
no MN , il che è impossibile ( Corol. II, Prop. 4). 

PROPOSIZIONE XX. 



TEOBEMA . 



Se due piani che s' inter segano sono perpendicolari ad un 
terzo , la loro comune intersezione sarà perpendtcolai e 
a questo terzo piano. 



1 < 8 » 94 - 



Se i due piani AB, AD che s’ intersegano ( fig. 494) 
sono perpendicolari ad un terzo MN ^ la loro intersezio- 
ne comune AP sarà perpendicolare a questo terzo pian . 
Infatti, se pel punto P si alzi una perpendicolare al 
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piano MN, questa perpendicolare deve trovarsi ad un tem- 
po nel piano AB e nel piano AD ( Corol . Prop. 49); es- 
sa dunque è la loro comune intersezione AP. Quindi se 
due piani eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

Se un angolo solido è formalo da Ire angoli piani , la 
somma dì due qualunque di questi angoli sarà mag- 
giore del terzo. 

Non è necessario di dimostrar la proposizione se non 
quando I’ angolo piano che si paragona colta somma de- 
gli altri due, è maggiore di ciascuno di questi ultimi. Sia 
dunque 1’ angolo solido S ( fig. 493) formato da tre angoliri 4 ,,,j. 
piani ASB, ASC, BSC, e suppongasi che I’ angolo ASB sia 
il maggiore dei tre \ dico che sarà ASB < ASC + BSC. 

Facciasi nel piano ASB l’angolo BSD = BSC-, tirisi 
a piacimento la retta ADB -, ed avendo preso SC = SD, 
tirinsi AC, BC. 

I due lati BS, SD sono eguali ai due BS, SC, l’an- 
golo B$D=BSC -, dunque i due triangoli BSD, BSC sono 
eguali ; dunque BD= BC. Ma si à AB < AC BC; to- 
gliendo da una parte BD, e dall’ altra la sua eguale BC, 
resterà AD < AC. I due lati AS, SD sono eguali ai due 
AS, SC, il terzo AD è minore del terzo AC -, dunque (Prop. 

IO, lib. J) l’angolo ASD < ASC. Aggiugnendo BSD=BSC, 
sr avrà ASD -f- BSD o sia ASB < ASC X BSC. Quindi se 
un angolo solido etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

La somma degli angoli piani che formano un angolo solido 
è sempre minore di quattro angoli retti. 

Sia 1’ angolo solido S ( fig. 496 ),- dico che la somma*' 1 * *9 6 - 
degli angoli piani ASB, BSC etc. che formano tale ango- 
lo solido, è minore di quattep angoli retti. 

Taglisi 1’ angolo solido S con un piano qualunque 
ABCDE -, da un punto O preso iu questo piano conducansi 
a tutti gli angoli le linee rette OA, OB, OC , OD, OE. 
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La somma degli angoli de’ triangoli ASB, BSC, etc., 
formati intorno al vertice S , equivale alla somma degli 
angoli di un egual numero di triangoli AOB, BOC, etc. for- 
mati intorno al vertice 0. Ma al punto B gli angoli ABO, 
OBC presi insieme fanno l’angolo ABC minore della som- 
ma degli angoli ABS, SBC ( Prop. 2/)-, parimente al punto 
C si à BCO OCD < BCS 4 - SCD ; e così rispetto a tutti 
gli angoli del poligono ABCDE. Segue da ciò che nei trian- 
goli, il cui vertice è in 0 , la somma degli angoli alia 
base è minore della somma degli angoli alla base nei trian- 
goli, il cui vertice è in S; dunque, per compensazione, 
la somma degli angoli formati intorno al punto 0 è mag- 
giore della somma degli angoli intorno al punto S. Ma la ' 
somma degli angoli intorno al punto 0 è eguale a quat- 
tro angoli retti ( Prop. 5,lib. 1 ) } dunque la somma degli 
angoli piani, che formano l’angolo solido S, è minore di 
quattro angoli retti. Quindi la somma etc. C. B. D. 

Scolio. Questa dimostrazione suppone che 1’ angolo 
solido sia convesso, ovvero che il piano d’ una faccia pro- 
lungato non possa mai tagliare 1 ’ angolo solido : se fosse 
altrimenti, la somma degli angoli piani non avrebbe più ^ 
limite, e polrebb’ essere d’ una grandezza qualunque. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se due angoli sono composti di tre angoli piani respet- 
tivamente eguali , i piani nei quali sono gli angoli egua- 
li, saranno egualmente inclinati fra loro. 

Fis. 197 . Sia l’angolo ASC=DTF (fig. 191 ) , l’angolo ASB 
= DTE , e P angolo BSC = ETF -, dico che i due piani 
ASC , ASB avranno fra loro una inclinazione eguale a 
quella dei due piani DTF, DTE. 

Prendasi SB a piacimento , conducasi BO perpendi- 
colare al piano ASC-, dal punto 0, dove questa perpen- 
dicolare incontra il piano, tirinsi OA, OC perpendicolari 
supra SA, SC -, uniscansi AB , BO ; prendasi poi TE = 

SB *, conducasi EP perpendicolare sul piano DTF -, dal 
punto P conducansi PD , PF perpendicolari sopra TD , 

TF $ infine congiungansi DE, EF. 

11 triangolo SAB è rettangole*»] A, ed il triangolo 



Digitized by Google 



• 2i 

'IDE in D ( Prop . 6 ); e poiché 1’ angolo A$B = DTE, si 
à pure SBA=TED. D’altronde SB=TE -, dunque il trian- 
golo SAB è eguale al triangolo TDK, {Prop. 5", lib.l)\ dun- 
que SA=TD, ed AB— DE. Si dimostrerà similmente che 
SG=TF, e BC=:EF. Ciò posto, il quadrilatero SAOC è 
eguale al quadrilatero TDPF \ poiché ponendo l’ angolo 
ASC sul suo eguale DTF, per essere SA=TD, ed SC= 
TF, il punto A cadrà in D, ed il punto C in F. Nel me- 
desimo tempo AO, perpendicolare ad SA, cadrà sopra DI* 
perpendicolare a TD, e parimente OC sopra PF; dunque 
il punto O cadrà sul punto P, e si avrà AO=DP. Ma i 
triangoli AOB, DPE sono rettangoli in 0 e P, l’ ipotenusa, 
AB = DE, ed il lato AO = DP-, dunque questi triangoli 
sono eguali {Prop. 18, lib. 1); dunque l’angolo OAB= 
PDE. L’angolo OAB è l’ inclinazione dei due piani ASB, 
ASC -, l’angolo PDE è l’ inclinazione dei due piani DTE , 
DTF; dunque queste due inclinazioni sono eguali fra loro. 

Bisogna osservare che l’angolo A del triangolo ret- 
tangolo OAB non è propriamente l’ inclinazione dei due 
piani ASB, ASC, se non quando la perpendicolare BO cade 
per rapporto ad SA dalla medesima parte di SC -, se ca- 
desse dall’ altra parte, allora l’angolo dei due piani sareb- 
be ottuso, ed unito all’angolo A del triangolo OAB, fa- 
rebbe due angoli retti. Ma, nel medesimo caso, l’angolo 
dei due piani TDE, TDF sarebbe parimente ottuso, ed, 
unito all’angolo D del triangolo PDE, farebbe due angoli 
retti ; dunque, siccome l’angolo A sarebbe sempre eguale 
a D, si conchiuderebbe similmente che l’inclinazione dei 
due piani ASB, ASC è eguale a quella dei due piani TDE, 
TDF. Quindi se due angoli solidi ete. C. B. D. 

Scolio. Se due angoli solidi son composti di tre an- 
goli piani respeltivamente eguali, e se nel tempo stesso gli 
angoli eguali ed omologhi sono disposti nella stessa manie- 
ra nei due angoli solidi-, allora questi angoli solidi saranno 
eguali, e posti 1’ uno sull’ altro coincideranno. Infatti si 
è già veduto che il quadrilatero SAOC può esser situato 
sul suo eguale TDPF-, cosi situando SA sopra TD, SC. cade 
sopra TF, ed il punto 0 sul punto P. Ma, per 1’ egua- 
glianza dei triangoli AOB , DPE , la OB perpendicolare 
al piano ASC è eguale alla PE perpendicolare al piano 
TDF $ di più queste perpendicolari sono dirette nei me- 
desimo senso; dunque il punto B cadrà sul punto E, la 
linea SB sopra TE, ed i due angoli solidi coincideranno 
interamente 1’ uno sull’ altro. 



22 

Questa coincidenza però non à luogo se non che sup- 
ponendo che gli angoli piani eguali siano disposti nella 
stessa maniera nei due angoli solidi ; poiché, se gli angoli 
piani eguali fossero disposti in un ordine inverso, il che tor- 
na lo stesso-, se le perpendicolari OB, PE, in vece d’ esser 
dirette nel medesimo senso per rapporto ai piani ASC, 
DTF, fossero dirette in sensi contrari, allora sarebbe im- 
possibile di far coincidere i due angoli solidi l’uno sull’al- 
tro. Non sarebbe però meno vero, conforme al teorema, 
che i piani nei quali sono gli angoli eguali fossero egual- 
menle inclinati fra loro ; talmente che i due angoli solidi 
sarebbero eguali in tutte le loro parti costituenti, senza 
però poter esser# soprapposti. Questa specie d’eguaglian- 
za, che non è assoluta o di soprapposizione, merita d’es- 
ser distinta con una denominazione particolare : noi la 
chiameremo eguaglianza per simmetria. 

Così i due angoli solidi, dei quali trattasi, e che son 
formali da tre angoli piani respettivamente eguali , ma 
disposti in un ordine inverso , si chiameranno angoli 
eguali per simmetria , o semplicemente angoli simmetrici. 

La medesima osservazione si applica agli angoli so- 
lidi formati da più di tre angoli piani : così un angolo 
solido formato dagli angoli piani A, B, C, D, E, ed un 
altro angolo solido formato dai medesimi angoli in un 
ordine inverso A, E, D, C, B posso» essere tali che ì 
piani nei quali sono gli angoli eguali siano egualmente 
inclinati fra loro. Questi due angoli solidi, che sarebbero 
eguali senza che fosse possibile la loro soprapposizione, 
si chiameranno angoli solidi eguali per simmetria , od an- 
goli solidi simmetrici. 

Nelle figure piane propriamente non vi è eguaglian- 
za per simmetria , e tutte quelle che si volessero chia- 
mar così sarebbero eguaglianze assolute o di soprappo- 
sizione : la ragione è questa , che si può capovolgere 
una figura piana e prendere iudilìérenleiiiente la parte 
superiore per la inferiore. Accade diversamente nei so- 
lidi , ove la terza dimensione può esser presa in due 
sensi diversi. 
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PROPOSIZIONE XXIV. 

PROBLEMA. 

Essendo dati tre angoli piani che formano un angolo so- 
lido , trovare con una costruzione piana V angolo che 
due di questi piani fanno fra loro. 

Sia S (fig. 498) P angolo solido proposto, nel qualer.g.igs. 
si conoscano i tre angoli piani ASB, ASC, BSC -, fa d’uopo 
trovare con una costruzione piana l’ angolo che fanno fra 
loro due di questi piani, per esempio i piani ASB, ASC. 

Prendasi SB a volontà, conducasi BO perpendicolare 
al piano ASC ’, dal punto 0, ove questa perpendicolare in- 
contra il piano , condacansi OA , OC perpendicolari ad 
SA , SC ; eongiungansi AB, BC •, 1’ angolo OAB sarebbe 
1’ angolo richiesto. Si tratta dunque di trovare il medesimo 
angolo con una costruzione piana o fatta sopra un piano. 

A tale oggetto facciansi sopra un piano glrangoli B'SA, 

ASC, B"SC eguali agli angoli BSA , ASC , BSC della fi- 
gura solida ; prendansi B'S e B"S eguali ciascuna a BS 
della figura solida $ dai punti B' e B" abbassi nsi B'A e 
B" C perpendicolari sopra SA e SC che s’ incontreranno 
in un punto 0. Dal punto A come centro e col raggio 
AB' descrivasi la semicirconferenza B'6E ; dal punto O 
alzisi sopra B'E la perpendicolare 06 che incontri la 
circonferenza- in 6 ; tirisi A6 ; e l’angolo EA6 sarà P incli- 
nazione cercata dei due piani ASC, ASB nell’arfgolo solido. 

Tutto riducesi a far vedere che il Iriangolo A06 della 
figura piana è eguale al triangolo AOB della figura solida. 

Ora i due triangoli B'SA, BSA sono rettangoli in A e gli 
angoli in S sono eguali ; dunque gli angoli in B e B' sono 
parimente eguali. Ma l’ipotenusa SB' è eguale all’ipotenusa 
SB-, dunque questi triangoli sono eguali -, dunque SA della 
figura piana è eguale ad SA della figura solida, ed anche 
AB', e la sua eguale Ab nella figura piana è eguale ad 
AB nella figura solida. Si dimostrerà similmente che SC 
è eguale nelle due parti ; d’onde ne segue che il quadrila- 
tero SAOC è eguale in ambedue le figure, e che perciò 
AO della figura piana è eguale ad AO della figura solida; 
dunque nell’ una e nell’ altra i triangoli rettangoli A06, 

AOB ànno l’ipotenusa eguale, ed un lato eguale ; dunque 
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sono eguali, e l’angolo E\6 trovato colla costruzione piana 
è eguale all’inclinazione dei due piani SAB, SAC dell’an- 
golo solido. 

Quando il punto 0 cade fra A e B' nella figura pia- 
na, l’angolo EA6 diventa ottuso, e misura sempre la vera 
inclinazione dèi piani ; perciò l’inclinazione richiesta si è 
indicala con KA6, e non con OAi>, affinché la medesima 
soluzione convenga a tutti i casi senza eccezione. Quindi 
essendo dati i tre angoli piani etc. C. B. F. 

Scolio. Si può domandare se, preudendo tre angoli 
piani a piacimento, si potrà formare con questi tre an- 
goli piani un angolo solido. 

Primieramente bisogna che la somma dei tre angoli 
dati sia minore di quattro angoli retti, altrimenti l’ango- 
lo solido non può esser formato ( Prop. 22 ) ; bisogna 
di più che dopo aver preso due angoli a piacimento B'SA, 
ASC, il terzo CSB 77 sia tale che la perpendicolare B"C al 
lato SC incontri il diametro B'E fra le sue estremità B 7 ed 
E. Così i limiti della grandezza dell’ angolo CSB" sono 
quelli che jj^frno terminar la perpendicolare B"C ai punti 
B 7 ed E. Da questi punti abbassinsi sopra SC le perpen- 
dicolari B'I, EK, che incontrino in I e K la circonferen- 
za descritta col raggio SB 77 ; ed i limiti dell’angolo CSB 77 
saranno CSI e CSK. 

Ma nel triangolo isoscele B'SI, la linea CS prolun- 
gata essendo perpendicolare alla base B'I , si à 1’ ango- 
lo CSI = CSB 7 = ASC + ASB 7 . E nel triangolo isoscele 
ESK, essendo la linea SC perpendicolare ad EK, si à l’an- 
golo CSK a»CSE. D’altronde per i triangoli eguali ASE, 
ASB 7 , 1’ angolo ASE=ASB 7 : dunque CSE, ovvero CSK = 
ASC— ASB 7 . 

Resulta da ciò che il problema sarà possibile ogni 
volta che il terzo angolo CSB" sarà minore della somma 
degli altri due ASC, ASB 7 , e maggiore della loro diffe- 
renza -, condizione che si accorda col teorema xxi •, poi- 
ché , in virtù di un tal teorema , bisogna che si abbia 
CSB" <ASC-f-ASB 7 -, bisogna pure che sia ASC <CSB 77 -f" 
ASB 7 , ossia CSB"> ASC — ASB 7 . 
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PROPOSIZIONE XXV. 

PBOBLBBU. 

Essendo dati due di tre angoli piani che formano un an -> 
goto solido , coll ’ angolo aie i loro piani fanno tra loro, 
trovare il terzo angolo piano. 

Siano ASC, ASB' {fig. 498) » due angoli piani da-Fi».*9«. 
ti, e suppongasi che CSB" sia il terzo angolo che si cer- 
ca -, allora, facendo la medesima costruzione che nel pro- 
blema precedente, 1* angolo compreso tra’ piani dei due 
primi sarebbe .EA6. Ora nello stesso modo che si deter- 
mina 1* angolo EA6 col mezzo di CSB", essendo dati gli 
altri due , così si può determinare CSB" col mezzo di 
EA6 } il che risolverà il problema proposto. 

Avendo preso SB' a piacimento , abbassisi sopra SA 
la perpendicolare indefinita B'E •, facciasi 1’ angolo E A h 
eguale all’ angolo dei due piani dati; dal punto 6, ove il 
lato A6 incontra la circonferenza descritta col centro A e 
col raggio AB', abbassisi sopra AE la perpendicolare 60, 
e dal punto 0 abbassisi sopra SC la perpendicolare inde- 
finita OCB" che si terminerà in B", di modo che SB"= 

SB' •, F angolo CSB" sarà il terzo angolo piano cercato. 

Infatti , se si formi un angolo solido coi tre angoli 
piani B'SA , ASC , CSB" , F inclinazione dei piani , ove 
sono gli angoli dati ASB', ASC , sarà eguale all’ angolo 
dato EA6. Quindi essendo dati due etc. C- B. F. 

Scolio. Se un angolo solido è quadruplo o formato 
da quattro angoli piani ASB, BSC, CSD, DSA {fig. 499) e,f,t ^’ 
la conoscenza di questi angoli non basta per determinare 
le inclinazioni scambievoli dei loro piani •, poiché coi me- 
desimi angoli piani si potrebbero formare un’ infinità di 
angoli solidi. Ma se si aggiunga una condizione, per esem- 
pio , se sia data F inclinazione dei due piani ASB, BSC, 
allora F angolo solido è interamente determinato , e si 
potrà trovare F inclinazione di due qualunque dei suoi 
piani. Infatti immaginisi un angolo solido triplo formato 
dagli angoli piani ASB, BSC, ASC •, i due primi angoli 
sono dati , come pure F inclinazione dei loro piani *, si 
potrà dunque determinare, mediante il problema che si è 
adesso risoluto, il terzo angolo ASC. Dipoi, se si consi- 
deri l’angolo solido triplo formalo dagli angoli piani ASC, 

LeoiiNUMb Geom. Solida. i 
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ASD, DSC, questi tre angoli sono cogniti ; laonde l’ an- 
golo solido è interamente determinato. Ma 1’ angolo so- 
lido quadruplo è formato dalla unione dei due angoli so- 
lidi tripli dei quali è parola ; dunque, poiché questi an- 
goli parziali sono noti e determinali, l’angolo totale sarà 
parimente noto e determinato. 

L’angolo dei due piani ASD, DSC si troverebbe im- 
mediatamente col mezzo del secondo angolo solido par- 
ziale. In quanto all’ angolo dei due piani BSC, CSD bi- 
sognerebbe in un angolo solido parziale cercar l’angolo 
compreso fra i due piani ASC, DSC, e nell’ altro 1’ an- 
golo compreso fra i due piani ASC, BSC ; la somma di 
questi due angoli formerebbe T angolo compreso tra i due 
piani BSC, DSC. 

Si troverà nella stessa maniera che, per determina- 
re un angolo solido quintuplo, bisogna conoscere, oltre 
ì cinque angoli piani che lo compongono, due. inclinazio- 
ni scambievoli dei loro piani-, ne bisognerebbero tre per 
V angolo solido sestuplo -, e cosi in seguito. 
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LIBRO SESTO. 



I POLIEDRI 



< 

DEFINIZIONI. 



I. .LJicesi solido poliedro , o semplicemente poliedro , 
ogni solido terminato da piani o fecce piane ( Questi pia- 
ni sono necessariamente terminati da linee rette ). 

Tetraedro dicesi in particolare il solido che à quat- 
tro facce piane. 

Esaedro è quel solido che à sei facce piane. 

Ottaedro è quel solido che à otto facce piane. 

Dodecaedro è quel solido che à dodici facce piane. 

Icosaedro è quel solido che à venti facce piane etc.(a). 

11 tetraedro è il più semplice dei poliedri -, infatti 
bisognano almeno tre piani per formare un angolo solido, 
e questi tre piani lasciano un vuoto ehe per essere chiu- 
so abbisogna almeno un quarto piano. 

H. Dicesi lato o costola di un poliedro l’intersezione 
comune di due facce adiacenti del poliedro. 

III. Dicesi poliedro regolare quello le cui facce tutte 
sono poligoni regolari eguali, ed i cui angoli solidi tutti 
sono eguali fra loro. Questi poliedri sono in numero di 
cinque. ( Vedasi V appendice ai libri VI e VII ). 

IV. Il prisma è un solido compreso da molti piani 
parallelogrammi , terminati da una parte e dall’ altra da 
due piani poligoni eguali e paralleli. 



(a) Poliedro da roUs Q>oIys) mollo . . . I 
Tetraedro da tuffa (tetras) quattro . 1 

Esaedro da (hex) sei ) e da ty» 

Ottaedro da irjrA (oelò) otto j (hedra) base. 

Dodecaedro da s (dòdeca) dodici . | 
icosaedro da truffi (ereosi) venti . . . | (Il Tbad. ) 
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ri* • too. Per costruire questo solide, sia ABCDE (fig. 200) ub po- 
ligono qualunque : se in un piano parallelo ad ABC si ti- 
rino le linee FG, GH, HI, IK, KF eguali e parallele ai lati 
AB, BC, CD , DE, EA , ciò che formerà il poligono FGHIK 
eguale ad ABCDE se in seguito si congiungano da un 
piano all’altro i vertici degli angoli omologhi con le rette 
AF , BG , CH , DI , EK , le facce ABGF, BGHC, HCDI, 
1DEK, KEAF saranno parallelogrammi , ed il solido cosi 
costruito ABCPEFGHIK sarà un prisma. 

V. I poligoni eguali e paralleli ABCDE , FGIIIK di- 
consi le basi del prisma; gli altri piani parallelogrammi 
presi insieme costituiscono la superficie laterale o convessa 
del prisma. Le rette eguali AF, BG, CH , DI, EK chia- 
mansi lati del prisma. 

VI. L'altezza di un prima è la distanza delle due 
sue basi, o la perpendicolare abbassata da un punto del- 
la base superiore sopra il piano della base inferiore. 

VH. Un prima è retto quando i suoi lati AF, BG, 
CII, DI, EK sono perpendicolari ai piani delle basi ; al- 
lora ciascuno di essi è eguale all’ altezza del prisma. In 
qualunque altro caso il prisma è obliquo e l’ altezza è mi- 
nore del lato. 

Vili. Un prima è triangolare > quadrangolare , pen- 
tagonale , esagonale qtc. secondo che la base e un trian- 
golo , mi quadrilatero , un pentagono , un esagono, etc. 

IX. Il prisma che à per base un parallelogrammo à 
tutte le sue facce parallelogrammiche , si chiama parai- 

Sig.ioe.lelepipedo (a) ( fig. 206 ). 

Il par dldep’ pedo è rettangolo allorché tutte le sue 
facce sono rettangoli. 

X. Fra i parallelepipedi rettangoli si distingue il cubo 
o esaedro regolare compreso da sei quadrati eguali. 

XI. La piramide (6) è il solido formato allorché mol- 
ri * '9 6 li piani triangolari partono da un punto S ( fig- 196) e 

sono terminati ai differenti lati di un medesimo piano po- 
ligono ABCDE. 

(a) Parallelepipedo da r*f>A ( para ) presso, da 

( allilòn ) degli uni e degli altri, da èri (epi) sopra, e da 

( pùs) piede. ( Il Tbad. ). 

(b) Piramide da *p> ( pyr ) fuoco, forse perchè la 
fiamma non agitata prende la forma di questo solido : o da 
cupo? ( pyros ) frumento, forse perchè il frumento accumu- 
lalo e lasciato libero pure si conforma a foggia piramidale. 
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Il poligono ABCDE si chiama la base della piramide, 
il punto S dicesi il vertice , ed il complesso dei triangoli 
ASB, BSC, CSD, DSE, ESA forma la superficie convessa o 
laterale della piramide. 

XII. L'altezza della piramide è la perpendicolare ab- 
bassata dal vertice sopra il piano della base, prolungalo 
se è necessario. 

XIII. La piramide è triangolare, quadrangolare, etc. 
secondo che la base è un triangolo, un quadrilatero, etc. 

XIV. Una piramide è regolare , allorché la base è un 
poligono regolare, e che nello stesso tempo la perpendi- 
colare abbassata dal vertice sopra il piano della base pas- 
sa pel centro di questa base -, questa linea allora chiamasi 
1* asse della piramide. 

XV. Diagonale di un poliedro è la retta che congiun- 
ge i vertici di due angoli solidi non adiacenti. 

XVI. Diconsi poliedri simmetrici due poliedri che , 
avendo una base comune, sono costruiti similmente, uno 
al di sopra del piano di questa base, l’altro al disotto, 
con questa coudi/.ione, che i vertici degli angoli solidi omo- 
loghi siano situati ad cgual distanza dal piano della base, 
sopra una medesima perpendicolare a questo piano. 

Per esempio se la retta SI (fig. 202) è perpendicola-f '*•»»». 
re al piano ABC , e che al punto 0 ove essa incontra 
questo piano, sia divisa in due parti eguali, le due pi- 
ramidi SABC , TABC che anno la base comune ABC, sa- 
ranno due poliedri simmetrici. 

XVII. Due piramidi triangolari sono simili allorché 
anno due facce simili respetlivamenle, similmente dispo- 
ste ed egualmente inclinate fra loro. 

Cosi supponendo gli angoli ABC = DEF (fig- 203), ¥i t .*oU 
BAC = EDF, ABS = DEI , BAS = EDT ; se inoltre 
l’inclinazione dei piani ABS, ABC è eguale a quella dei 
loro omologhi DET, DEF, le piramidi SABC , TDEF sa- 
rano simili. 

X Vili. Avendo formato un triangolo unendo i vertici 
di tre angoli presi sopra una medesima faccia o base di 
un poliedro, si può immaginare che i vertici dei differen- 
ti angoli solidi del poliedro, situati fuori del piano di que- 
sta base, sieoo quelli di altrettante piramidi triangolari 
che anno per base comune il triangolo indicalo 1 , e cia- 
scuna di queste piramidi determinerà la posizione di cia- 
scuno angolo solido del poliedro per rapporto alla base. 

Ciò posto : 
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Due poliedri sono simili allorché avendo basi simili 
I vertici degli angoli solidi omologhi , fuori di queste 
basi, sono determinati da piramidi triangolari respettiva- 
mente simili. 

XIX. Diconsi vertici di un poliedro i punti situati 
ai vertici dei suoi differenti angoli solidi. 

N. B. Tatti i poliedri , che si considerano , sono poliedri 
ad angoli salienti ~o poliedri convessi. Chiamiamo cosi quelli la 
cui superficie non può essere incontrata da una linea retta in più 
di due punti, in questa specie di poliedri il piano prolungato 
di una faccia non può tagliare il solido ; è dunque impossibile 
che il poliedro sia in parte al di sopra del piano di una faccia 
ed in parte al di sotto; esso è tutto intero da ana medesima 
parte di un tal piano. 

PROPOSIZIONE PRIMA. 

TEOHEMA. 

Due poliedri non possono avere i medesimi vertici e nel me- 
desimo numero senza coincidere l'uno con l'altro. 

Infatti suppongasi uno dei poliedri già costruito, se 
si vuole costruirne un altro’ che abbia i medesimi verti- 
ci e nello stesso numero, bisognerà che i piani di questo 
ultimo non passino tutti pei medesimi punti ehe nel primo, 
altrimenti non differirebbero l’uno dall’altro*, ma allora 
è chiaro che alcuno dei nuovi piani taglierebbero il pri- 
mo poliedro } vi sarebbero dei vertici al di sopra di que- 
sti piani e dei vertici al di sotto, ciò che non può con- 
venire ad un poliedro convesso ; dunque, se due poliedri 
ànno i medesimi vertici e uel medesimo numero , essi 
debbono necessariamente coincidere 1’ uno con 1’ altro. 
Quindi due poliedri etc. C. B. D. 

Scolio. Essendo dati di posizione i punti A, B, C, K 
Pig.jo4.etc., (fig. 20 f) che debbono essere i vertici di un polie- 
dro, egli è facile descrivere il poliedro. 

Scelgansi primieramente tre punti vicini D, E, H tali 
che il piano DEH passi, se ciò à luogo, per altri punti come 
K , C , ma lasci tutti gli altri da una medesima parte , 
cioè tutti al di sopra del piano o tutti al di sotto -, il pia- 
no DEH o CEHKC, cosi determinato, sarà una tàccia del 
solido. Per uno dei suoi lati EH conducasi un piano che 
, si fa girare finché incontri un nuovo vertice F o più 

/ 



Digitized by Google 




31 

insieme F, I ; si avrà una seconda faccia che sarà FEH o 
FEHI. Continuisi così facendo passare piani pei lati tro- 
vati finché il solido sia terminato da tutte le parti; que- 
sto solido sarà il poliedro domandato , perchè non ve 
ne sono due che possano passare pei medesimi vertici. 

proposizione n. 

TFOHEMA. 

In due poliedri simmetrici le facce omologhe sono respet- 
tivamente eguali , e V inclinazione di due facce adia- 
centi in uno di questi solidi è eguale all' inclinazione 
delle facce omologhe nell' altro. 

Sia ABCDE ( fig.203 ) la base comune ai due poliedri, Fir , o5i 
siano M ed N i vertici di due angoli solidi qualunque di 
uno dei poliedri, M' ed N' i vertici omologhi dell’ altro 
poliedro ; bisognerà, per la definizione, che le rette MM', 

NN' siano perpendicolari al piano ABC, e che esse siano 
divise in due parti eguali ai punti m ed n, ove incontrano 
queslo piano. Ciò posto, dico che la distanza MN è eguale 
ad M'N'. 

Infatti , se si fa girare il trapezio mM'N'n intorno ad 
mn, finché il suo piano si applichi al piano mMNn, a ca- 
gione degli angoli retti in in ed in n, il lato mM' cadrà 
sopra il suo eguale mM, ed nN' sopra nN ; dunque i due 
trapezi coincideranno , e si avrà MN = M'N'. 

Sia P un terzo vertice del poliedro superiore, e P' 
il suo omologo nell’ altro ; si avrà ancora MP = M'P', ed 
NP = N'P' ; dunque il triangolo MNP che congiunge tre 
vertici qualunque del poliedro superiore è eguale al triangolo 
M'N'P' che unisce i tre vertici omologhi dell' altro poliedro. 

Se considerasi soltanto tra questi triangoli quelli che 
sono formati alla superficie dei poliedri , si può conchiu- 
dere che le superficie dei due poliedri sono composte di 
un medesimo numero di triangoli eguali respettivamente. 

Dico ora che se alcuni di questi triangoli sono in un 
medesimo piano sopra una superficie e formano una me- 
desima faccia poligona , i triangoli omologhi saranno in 
un medesimo piano sopra l’ altra superficie e formeranno 
una faccia poligona eguale. 

Infatti siano MPN, NPQ due triangoli adiacenti che si 
suppongono in uno stesso piano, e siano M'P'N', N'P 'Q' 
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i loro omologhi. Si à P angolo MNP =± M'N'P, P angolo 
PNQ:^ P'N'Q'-, e se si congiungano MQ ed M'Q', il triangolo 
MNQ sarebbe eguale ad M'N'Q'; cosi si avrebbe l’angolo 
MNQ == M'N'Q*. Ma poiché MPNQ è un sol piano , si à 
P angolo MNQ = MNP PNQ ; dunque si avrà pure 
M'N'Q'= M'N'P* + P'N'Q*. Ora , se i tre piani M'N'P', 
P'N'Q', M'N'Q' non fossero in un sol piano , questi due 
piani formerebbero un angolo solido, e si avrebbe ( Prop. 
2i, lib. V) P angolo M'N'Q' < M'N'P' + P'N'Q' ; dunque, 
poiché questa condizione non à luogo , i due triangoli 
M'N'P' , P'N'Q' sono in un medesimo piano. 

Deriva da ciò che ciascuna faccia , sia triangolare, 
sia poligona, in un poliedro , corrisponde ad una faccia 
eguale nell’ altro, e che perciò i due poliedri sono com- 
presi da un medesimo numero di piani reapellivumeute 
eguali. ' 

Rimane a provare che Pinclinazione di due facce adia- 
centi qualunque iu uno dei poliedri e eguale all’ incliua- 
zione delle due facce omologhe nell’ allro. 

Siano MPN, NPQ due triangoli formati sulla ooslola 
comune NI* nei piani di due facce adiacenti ; siano M'P'Y, 
N'P'Q' i loro omologhi *, si può concepire in N un angolo 
solido formato dai tre angoli piani MNQ, MNP, PNQ, ed 
in N' un angolo solido formato dai tre M'N'Q' , M'N'P', 
P'N'Q'. Ora abbiamo già provato che questi angoli piani 
sono respellivamente eguali -, dunque P inclinazione dei due 
piani MNP , PNQ è eguale a quella dei loro omologhi 
M'N'P' , P'N'Q' ( Prop. 23 , lib. V ). 

Dunque nei poliedri simmetrici le facce sono eguali re- 
speltÌLamenle , ed i piani di due facce qualunque adiacenti 
in uno dei solidi anno fra loro la medesima inclinazione 
che t piani dì due facce omologhe nell' allro solido. C. li. D. 

Scolio. Si può osservare che gli angoli solidi di un 
poliedro sono i simmetrici degli angoli solidi deli 1 allro 
poliedro; infatti se l’angolo solido N é formalo dai piaui 
MNP, PNQ, QNM, etc., il suo omologo N' è formalo dai 
piaui M'N'P', P'N'Q', Q'N'R', etc. Questi sembrano dispo- 
sti nello stesso ordine degli altri-, ma come i due angoli 
solidi sono in una situazione inversa P uno per rapporto 
all’altro, ne segue che la disposizione reale dei piani che 
formano P angolo solido N' è P inversa di quella che à 
luogo nell’ angolo omologo N. D’ altroude le inclinazioni 
dei piaui consecutivi sotto eguali nell’uno e nell’ altro an- 
golo solido ; dunque questi angoli solidi sono simmetrici 



Digitized by Google 



35 : 

P nno'atF altro. ( Vedati lo scolio della proposizioni 23 J 
Kb. V). 

Questa osservazione prova che un poliedro qualunque 
non può acero che un solo poliedro simmetrico. Poiché se 
si costruisse sopra un’ altra base un novello poliedro sim- 
metrico al poliedro dato, gli angoli solidi di questo sa- 
rebbero sempre simmetrici agli angoli del poliedro da- 
to ; dunque sarebbero eguali a quelli del poliedro sim- 
metrico costruito sulla prima base. D’ altronde le facce 
omologhe sarebbero sempre eguali } dunque questi due 
poliedri simmetrici costrutti sopra una base o sopra un’al- 
tra avrebbero le facce eguali e gli angoli solidi eguali; 
essi dunque coinciderebbero mediante la soprapposizione 
t non formerebbero che un solo e medesimo poliedro. 

PROPOSIZIONE HI. 

' ■' ' . : . • . -I, f 



TEOREMA. 

* ‘i <• ; 

Due prismi sono eguali allorché anno un angolo solido 
compreso fra tre piani respettivamente eguali * simil- 
mente disposti. 

• . t < i 

Sia la base ÀBCDE ( fig. 200 ) eguale alla base abcde, r h-* aa - 
Il parallelogrammo ABGF eguale al parallelogrammo abgf, 
ed H parallelogrammo BCHG eguale al parallelogrammo 
behg -, dico che il prisma ABCI sarà eguale al prisma abei. 

Infatti situisi la base ABCDE sulla sua eguale abede, 
queste due basi coincideranno; ma i tre angoli piani che 
formano I’ angolo solido B sono eguali respettivamente 
ai tre angoli piani che formano I’ angolo solido 6, cioè^ 

ABC as abe , ABG =s aSg , e GBC = gbc ; di più que- 
sti angoli sono similmente disposti ; dunque gli angoli 
solidi Beò sono eguali , e per conseguenza il lato BG 
cadrà sul suo eguale bg. SI vede pure che , per i pa- 
rallelogrammi eguali ABGF , abgf, il lato GF cadrà sul 
suo eguale gf , e similmente GH sopra gh ; dunque la 
base superiore FGHIK coinciderà interamente sulla sua 
eguale fghik, ed i due solidi ne faranno un solo, poiché 
avranno i medesimi vertici ( Prop. /). Quindi due prismi 
sono eguali etc. C. B. D. 

Corollario. Due prismi retti che anno le basi eguali e 
le altezze eguali sono eguali. Infatti avendo il lato AB egna- 

Leubndre Geom. S lida 5 
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Ip, ad ah y e l’altezza BG eguale a bg , il rettangolo ÀBGF 
sarà eguale al retlangolo abgf\ sarà lo stesso del rettan- 
golo BGHC, bghc-y così i tre piani che formano l’angolo 
solido B sono eguali ai tre piani che formauo 1 ’ angolo,, 
solido b. Dunque i due prismi sono eguali. , » 




PROPOSIZIONE IV. 

TEOBEMA. 




f 







In ogni parallelepipedo i piani opposti sono eguali 
• e paralleli. ! 

ri . 106 . • ° Sia il parallelepipedo ABCDEFGH ( fig- 206) •, dico 

* che i piani opposti sono eguali e paralleli. 

Secondo la defiaifione di questo splido, le basi ABCD, 
EFGH sono parallelogrammi eguali , ed i loro lati sono 
paralleli ; resta a dimostrare che la medesima cosa à luo- 
go per due facce laterali opposte, come AEHD, BIGC. 

Ora AD è eguale e parallela a BC, poiché la figuri 
ABCD è uu parallelogrammo •, per la. stessa ragione AE è 
eguale e parallela a BF , dunque I’ angolo DAE e eguale 
all’ angolo GBF ( Prop. 13, lib. V ), ed il piano DAE pa- 
s 1 rallelo a CBF ; dunque anche il parallelogrammo DAEH è 
eguale al parallelogrammo CBFG. Si dimostrerà similmente 
die i parallelogrammi oppostiABFE, DCGH sono eguali e 
paralleli. Dunque in ogni parallelepipedo eie. C. B. D. 

Corollario. Poiché il parallelepipedo è uu solido com- 
preso da sei piani, desi quali gli opposti sono eguali e pa- 
ralleli, ne segue che una faccia qualunque e la sua op- 
posta possono essere prese per le basi del parallelepipedo. 
Scolio. Essendo date tre rette AB, AE, AD che passino 
per un medesimo punto A e facendo fra loro angoli dati, 
si può su queste tre rette costruire un parallelepipedo^ 
bisogna per ciò condurre per l’ estremità di ciascuna retta 
uu piano parallelo al piano delle altre due -, vale a dire 
pel punto B un piano parallele al pòrno DAE, per il punto 
J>. un piano parallelo al piano BAE, e per il punto E un 
piano parallelo al piano BAD, Gli scambievoli incontri di 

questi piani formeranno il parallelepipedo richiesto. 

1 * » 
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PROPOSIZIONE V.i 

reoBKMA. 1 

Ih ogni parallelepipedo gli angoli solidi oppósti sono sim- 
* metrici l'uno all' alt r o , e le diagonali condotte dai 
vertici di questi angoli si tagliano scambievolmente in 
due parti eguali. 

T ' <*! IV V«*- ' «•'< ; .** " ’ i ! ' • ' 1 

Sia il parallelepipedo ABGDEFGH ( fig. 206 ) -, 1°fì s ..o*. 
dico-ehe gli angoli solidi opposti di questo parallelepipedo 
sono simmetrici I’ uno all’ altro. • 

Paragonisi, per esempio, l’ angolo solido A col suo 
opposto G ; l’angolo EAB eguale ad EFB è pure eguale ad 
HGO, l’ angolo DAE = DUE = CGF , e l’ angolo DAB = 

DGB = HGF ; dunque i tre angoli piani che formano l’an- v 
golo solido A sono eguali respettivamente ai tre angoli pia- 
ni che formano l’angolo solido G ; d’altronde è facile ve- 
dere che la loro disposizione è differente nell’ unò e ne!-' 

V altro; dunque 4.“ i due angoli solidi A e G Sono sim- 
metrici 1’ uno all’altro ( Scolio Prop. 23, lib. V). ' * 

11.® Dico in secondo luogo che le diagonali condotte 
dai vertici degli angoli solidi opposti si tagliano scambie- 
volmente in due parti eguali. 

Immaginasi due diagonali EG, AG condotte l’ una e 
l’altra da vertici opposti*, poiché AE è eguale e parallela’ 
a CG, la figura AEGC è un parallelogrammo ; dunque lo 
diagonali EC, AG si taglieranno scambievolmente in due 
parti eguali. Si dimostrerà similmente che la diagonali 
EC ed un’ altra DF si taglierebbero ancora in due parti 
eguali ; dunque 2. 6 le quattro diagonali si taglieranno 
scambievolmente in due parti eguali in uno stesso pun- 
to, che può riguardarsi come il centro del parallelepipedo •' 
Quindi in ogni parallelepipedo etc. G. B. D. 
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PROPOSIZIONE Vii 
teobema. 

Il piano che passa per due costole parallele opposte di 
un parallelepipedo divide il parallelepipedo in due prismi 
triangolari simmetrici V uno all' altro. 

Sia il piano BDHF ( fig. 201) che passa per le due 
costole opposte parallele BF, DH del parallelepipedo AGj 
dico che questo parallelepipedo è diviso in due prismi trian- 
golari ABDHEF, GHFBCD simmetrici 1’ uno aU’ altro. 

Primieramente questi due solidi sono prismi, giacché 
ì triangoli ABD, EPH avendo i loro lati eguali e paralle- 
li , sono eguali , e nello 6tesso tempo le facce laterali 
ABFE, ADHE, BDHF sono parallelogrammi -, dunque il so- 
lido ABDHEF è un prisma ; lo stesso è del solido GHFBCD « 
Dico ora che questi due prismi sono simmetrici Pano 
all’altro. - ; , , ■ 

Sopra la base ABD facciasi il prisma ABDE'F'H' che 
sia simmetrico al prisma ABDEFH. Secondo ciò che si è 
dimostrato ( Prop. 2) il piano ABF'E' è eguale ad ABFEj 
ed il piano ADH'E' è eguale al piano ADHE*, ma, se si 
paragona il prisma GHFBCD al prisma ABDH'E'F' , la 
base GHF è eguale ad ABD ; il parallelogrammo GHDG 
che è eguale ad ABFE è ancora eguale ad ABF'E', ed il 
parallelogrammo GFBC che è eguale ad ADHE è ancora 
eguale ad ADH'E' *, dunque i tre piani che formano l’an- 
golo solido G nel prisma GHFBCD sono eguali respettiva* 
niente ai tre piani che formano l’angolo solido A nel prisma 
ABDH'E'F', d’ altronde sono disposti similmente-, dunque 
questi due prismi sono egua!i ( Prop. 3 ), e potrebbero 
essere soprapposti. Ma uno di essi ABDH'E'F' è simmetrico 
al prisma ABDHEF*, dunque l’altro GHFBCD è pare sim- 
metrico ad ABDHEF. Quindi il piano che passa eie. C. B. D. 



Digitized by Google 




37 

, * . • * . ’ • ? : . i 

PROPOSIZIONE VII. 



In qualunque prima ABCI ( fig. 204 ), le sexumt NOPQR, F, « *” , * 
ST\ XY falli da' piant paralleli tono poligoni eguali. 

Infatti i lati N0,ST sono paralleli, essendo le interse- 
zioni di due piani paralleli con un terso piano ABGF; que- 
sti medesimi lati NO,ST sono compresi fra le parallele NS, 

OT elle sono i lati del prisma ; dunque NO é eguale ad 
ST. Per una simile ragione i lati PO, PQ, QR etc. delta se- 
zione NOPQR sono respetti vamente eguali ai lati TV, VX, 

XY etc. della sezione STVXY. D’altronde i lati eguali es- 
sendo nel medesimo tempo paralleli , ne segue che gli 
angoli NOP, OPQ della prima sezione , sono eguali re- 
speltivamente agli angoli STV , TVX etc. della seconda. 
Dunque le due sezioni NOPQR, STVXY, sono poligoni eguali. 

Corollario. Ogni-, sezione fatta in nn prisma paralle- 
lamente alla sua base è eguale a questa base. 

PROPOSIZIONE VIU. 

TEOREMA. , ■ ; 

• . •' . ; ' ' i : 

/ due prismi triangolari simmetrici nei quali si decompone 
un parallelepipedo sono equivalenti fra loro. > 

• . * l i 

Siano i due prismi triangolari simmetrici ABDEHF, 
BCDHGF ( fig. 208) nei quali si decompone il parallele-rif.***. 
pipedo AG ; dico che saranno equivalenti fra loro. • t 

Per i vertici B ed F conducami perpendicolarmente 
al lato BF i piani Bade, F ehg che incontreranno da una 
parte in a, d, c, e dall’ altra in e, h, g i tre altri lati AE, 

DII, CG del medesimo parallelepipedo j le sezioni Bade, 

Fehg saranno parallelogrammi eguali. Queste sezioni sono 
eguali, poiché sono fatte da piani perpendicolari ad una 
* stessa retta, e per conseguenza paralleli ( Prop. 7 ); esse 
sono parallelogrammi, poiché due lati opposti di una me- 
desima sezione aB, de sono le intersezioni di due piani 
paralleli ABFE, DCGH da un medesimo piano. 

Per una ragione simile la figura BaeF è un paralle- 
logrammo, come pure le allig facce laterali BFjc, cdhg , 
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adhe de! solido HadcFehg : dunque quesfo solido è un pri- 
sma ( Def. 4), e questo prisma è retto , poiché il lato 
BF è perpendicolare al piano della base. 

Ciò posto, se pel piano BFHD si divida il prisma rètto 
B A in due prismi triangolari retti aBdeFA, BdcFAg-, dico 
che il prisma triangolale obliquo ABDEFH sarà equivalente 
al prisma triangolare retto aBdeFA. 

Infatti questi due prismi avendo una parte comune 
ABDAeFi, basterà dimostrare che le rimanenti parti, cioè 
i solidi BaADd , FeEHA sono equivalenti fra loro. 

■ Ora, per i parallelogrammi ABFE,aBFe, i lati AE, ae 
eguali al loro parallelo BF sono eguali fra loro ; cosi to- 
gliendone la parte comune Ae, resterà Ao =r Ee. Simil- 
mente si dimostrerebbe Dd = HA. 

Ora per operare la soprapposizione dei due solidi 
BaADd, FeEHA, situisi la base F eh sulla sua eguale Bad, 
allora il punto e cadendo in a ed il punto A in d, i lati 
eE, 1JA cadranno sopra i loro eguali aA , dD , poiché sono 
perpendicolari al medesimo piano Bad. Dunque i due solidi 
dei quali trattasi éoincideranno interamente l’uno coll’al- 
tro ; dunque il prisma obliquo BADEFH è equivalente al 
prisma retto BadFeA. 

Si dimostrerà similmente che il prisma obliquo BDCFHG 
è equivalente al prisma retto BdcFAg. Ma i due prismi 
retti BadFeA, YklcFhg sono eguali fra loro, poiché anno la 
medesima altezza BF, e le loro basi Bad, Bdc sono metà 
di ua medesimo parallelogrammo ( Corei. Prop. 3 ). Dun* 
que i due prismi triangolari BADFF.H, BDCFHG equiva- 
lenti a prismi eguali sono equivalenti fra loro. Dunque 
» due prismi triangolari etc. C. B. D. 
i Corollario. Ogni prisma triangolare ABDEHF è la 
melà del parallelepipedo AG, costrutto sul medesimo an* 
goto solido A con le medesime costole AB, AD, AE. 

«SPI ::*• . - - - . ' - : ^ 

, .. ! ... • ' • • • * 
ì ... • J- • • J <• \ 
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PROPOSIZIONE IX. 

. :i r. j 

TEOREMA. 

: - • ' v.- • -\ 

Se due parallelepipedi anno la base comune , e che le loro 
basi superiori sono comprese in un medesimo piano e 
ira le medesime parallele , questi due parallelepipedi sa- v T 
ranno equivalenti fra loro. 

Siano i due parallelepipedi AG, AL (fa. 209 ) che Fi i 
anno la base comune ABCD, e che le loro basi superiori 
LrGH, 1KLM sono comprese in un medesimo piano, e Ira 
le stesse parallele EK, HL ; dico questi parallelepipedi sa- 
ranno equivalenti fra loro. 

Possono accadere tre casi, secondo che El è maggio- 
re, minore od eguale ad EF ; ma la dimostrazione è la 
stessa per tutti ; ed in primo luogo dico che il prisma trian- 
golare AEIDHM è eguale al prisma triangolare BFKCGL. - 
; Infatti , poiché AE è parallela a BF, ed HE a GF , 

I angolo AEI = BFK , HE1 sa GFK, ed HEA t= GFB ; di 
questi sei angoli i primi tre formano l’angolo solido E, 
e gli altri tre formano l’angolo solido Fi dunque poiché 
gli angoli piani sono eguali respettivamente e similmen- 
te disposti , ne segue che gli angoli solidi E ed F sohò 
eguali. Ora se pongasi il prisma AEM sul prisma BFL, é 
.primieramente la base AEI sulla base BFK , queste dufe 
J>asi essendo eguali coincideranno; e poiché l’angolo so- 
ndo E è eguale all’angolo solido F, il lato EH cadrà sul 
suo eguale FG : non bisogna altro per dimostrare che i 
due prismi coincideranno in tutta la loro estensione; per- 
cliè la base AEI e la costola EH determinano il prisma 
AEM, come la base BFK e la costola FG determinano il 
prisma BI«L ( Prop.3 ); dunque questi prismi sono eguali. 

Ma se dal solido AL si tolga il prisma AEM, resterà 
“ parallelepipedo Al L; se dallo stesso solido AL si tolga 
il prisma BFL resterà il parallelepipedo AEG ; dunque i 
uè parallelepipedi AIL , AEG sono equivalenti fra loro. * 

( Assioma 7 ). Dunque se due parallelepipedi etc. C.B.D." * * 

. • , . . ‘ 
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PROPOSIZIONE X. 

/ . » 

TEOREMA. 

Due parallelepìpedi della medesima base 
, e della medesima altezza sono equivalenti fra loro. 

rig .«IO. Siano i due parallelepipedi AG, AL ( fig. 240) che 

anno la medesima base ABCD e la medesima altezza -, 
dico che sono equivalenti. 

Avendo la medesima altezza , le loro basi superiori 
EFGH, 1KLM saranno sopra un medesimo piano. Dippiù 1 
lati EF, AB sono eguali e paralleli, come pure 1K ed AB; 
dunque EF è eguale e parallela ad 1K; per una simile ra- 
gione GF è eguale e parallela ad LK. Siano prolungati i 
lati EF, HG , come pure LK , 1M , finché gli uni e gli 
altri formino colle loro intersezioni il parallelogrammo 
NOPQ ; è chiaro che questo parallelogrammo sarà eguale 
a ciascuna delle basi EFGH , IKLM.* Ora se s’ immagini 
un terzo parallelepipedo che, colla medesima base infe- 
riore ABCD , abbia per baite superiore NOPQ , questo 
terzo parallelepipedo sarà equivalente al parallelepipedo 
AG ( Prop. 9), poiché avendo una medesima base infe- 
riore, le basi superiori sono comprese in un medesimo 
piano , e fra le parallele GQ, FN. Per la medesima ra- 
gione questo terzo parallelepipedo sarebbe equivalente al 
parallelepipedo AL. Dunque » due parallelepipedi AG , AL 
che anno la medesima base e la medesima altezza sano 
equivalenti fra loro. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XI. 

TBOBtMA. 

Ogni parallelepipedo può essere cangialo in un parallele- 
pipedo rettangolo equivalente che avrà la medesima al- 
tezza ed una base equivalente. 

Sia AG il parallelepipedo proposto ( fig. 240); dico 
che si può cangiare in un parallelepipedo rettangolo equi- 
valente della medesima altezza e di base equivalente. 

DaipuntiA,B,C,Dconducansi AI,BK,CL,DM perpendicola- 
ri al piano della base; si formerà cosi il parallelepipedo AL 
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equivalente al parallelepipedo AG, le cui facce laterali Ak, 

BL, etc. saranno rettangoli. Se dunque la base ABCD è un 
rettangolo, AL sarà il parallelepipedo rettangolo equiva- 
lente al parallelepipedo proposto AG. Ma, se ABCD ( fig. fì*.».., 
211) non è un rettangolo, conducasi AO e BN perpen- 
dicolari sopra CD, dipoi OQ ed NP perpendicolari sopra la 
base-, si avrà il solido ABNOIKPQ che sarà un paralle- 
lepipedo rettangolo : infatti, per costruzione, la base ABNO 
e la sua opposta 1KPQ sono rettangoli ; le facce laterali so- 
no pur tali, poiché le costole Al, ÒQ, etc. son perpendico- 
lari al piano della base-, dunque il solido AP è un parallele- 
pipedo rettangolo. Ma i due parallelepipedi AP, AL posso- 
no considerarsi come costrutti sulla medesima base ABKI , 
ed avere la medesima altezza AO •, dunque essi sono equi- 
valenti; dunque il parallelepipedo AG ( fig. 210 e 211 ) che F ' 1 K i ’ , °' 
era stato cangiato in un parallelepipedo equivalente AL, 
si trova di nuovo cangialo in un parallelepipedo rettangolo 
equivalente AP che à la medesima altezza Al, e la cui base 
ABNO è equivalente alla base ABCD. Quindi ogni parai - 
lelepipedo può essere etc. C. B. D. 

ri , PROPOSIZIONE $11. 



TEOREMA . 



’ 1 

Due parallelepipedi rettangoli che anno la medesima base t 
sono fra loro come le altezze. 



Siano i due parallelepipedi rettangoli AG, AL (fig. Fig.m». 
212) che ànno la medesima base ABCD-, dico che stan-t 
no Ira loro come le loro altezze AE, Al. 

Suppongasi primieramente che le altezze AE, AI siano 
fra loro come due numeri interi, per esempio, come 45 
sta ad 8. Si dividerà AE in 43 parti eguali, delle quali 
AI ne conterrà 8, e per i punti di divisione x , y, z , 
etc., si condurranno piani paralleli alla base. Questi piani 
divideranno il solido AG in 45 parallelepipedi parziali che 
saranno tutti eguali fra loro, come aventi basi eguali ed 
altezze eguali ; basi eguali , perchè ogni sezione come 
MIKL fatta in un prisma parallelamente alla base ABCD 
è eguale a questa base ( Prop.1)\ altezze eguali, perchè 
queste altezze sono le divisioni stesse kx, xy , yz, etc. 

Ora di questi 15 parallelepipedi eguali , otto sono contenuti 
Lecendbe Geom. Solida 6 
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in AL; dunque il solido AG sta al solido AL come iti sta ad 
8 , od in generale come I’ altezza AC sta all’ altezza AI. 

In secondo luogo , se il rapporto di A E ed Al non 
può esprimersi in numeri ; dico che non ostante si avrà 

solid. AG : solid. AL AE : AI. 

Infatti, se questa proporzione non à‘ luogo, suppon- 
gasi che si abbia 

solid. AG : solid. AL :: AE ; AO. 

Dividasi AE in parti eguali, delle quali ciascuna sia 
minore di 01 ; vi sarà almeno un punto di divisione m 
fra 0 ed I. Sia P il parallelepipedo che à per base ABCD 
e per altezza Am ; poictiè le altezze AE , Am sono fra 
loro come due numeri interi, si avrà 

solid. AG : P :: AE : Am. 

Ma si à per ipotesi 

solid. AG l solid. AL ; ;• AE : AO ; 

» 

da ciò resulta 

solid. AL : P :: AO : Am. 

Ma AO è maggiore di Am ; dunque bisognerebbe , 
perchè la proporzione avesse luogo, che il solido AL fosse 
maggiore di P. Ora al contrario è minore ; dunque è imp 
possibile che il quarto termine della proporzione 

solid. AG : solid. AL ‘.l AE : x , 

sia una linea maggiore di AI. Con un ragionamento simile 
si dimostrerebbe che il quarto termine non può essere 
minore di AI ; dunque è eguale ad AI. Dunque i paral- 
lelepipedi rettangoli della medesima base stanno fra loro 
come le loro altezze , C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XIII 



TEOREMA 



Due parallelepipedi rettangoli che anno la medesima 
altezza stanno fra loro come le basi. 

Siano i due parallelepipedi AG, AK ( /ùy. 2/3 ) clie^.,,,,. 
anno la medesima altezza AK; dico che questi parallele- 
pipedi stanno fra loro come le basi ABCD , AMNO. 

Disposti i due solidi I’ uno accanto I’ altro come li 
rappresenta la figura , prolunghisi il piano ONKL finché, 
incontri il piano DCGH secondo PQ , si avrà un terzo 
parallelepipedo AQ che. potrà paragonarsi a ciascuno dei 
parallelepipedi AG, AK. I due solidi AG, AQ, avendo la 
medesima base AKHI), stanno fra loro come le respettive 
altezze AB, AO; similmente i due solidi AQ, AK, aven- 
do la medesima base AULE, stanno fra loro come le al- 
tezze AD , AM. Si avranno cosi le due proporzioni , 

solid. AG : solid. AQ ;; AB : AO , 
solid. AQ : solid. AK :: AD : AM.' 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine , si avrà 

sol.XGXsol. AQ : sol. XQXsol. AK::AB X AD: AOXAM, 

ed omettendo in questo resultalo il moltiplicatore comune 
sol. AQ , si avrà 

sol. AG ; sol. AK :: AB X AD : AO X AM. 

Ma AB X AD rapprespnta la base ABCD, ed AO X 
AM rappresenta la base AMNO; dunque due parallelepi- 
pedi rettangoli che anno la medesma altezza stanno fra 
loro come le basi. C. B. D. 




u 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Due parallelepipedi rettangoli qualunque stanno fra loro 
come i prodotti delle loro basi per le loro altezze 1 o 
come i prodotti delle loro tre dimensioni. 

Siano i parallelepipedi AG, AZ ( fig. 213 ) rettangoli; 
dico che stanno fra loro come i prodotti delle loro basi 
ABCD , AMNO per le loro altezze AE , AX , o come i 
prodotti delle loro Ire dimensioni, AB, AD, AE ed AO, 
AM, AX. 

Infatti, situali i due solidi AG , AZ in modo che le 
loro superficie abbiano l’ angolo comune BAE , proiun- 
ghinsi i piani che necessitano per formare il terzo parai» 

■ lelepipedo AK della medesima altezza del parallelepipedo 
AG. Si avrà per la proposizione precedente , 

sol. ag : sol. ak :: abcd : amno. 

Ma i due parallelepipedi AK, AZ che ànno la mede-, 
sima base AMNO, stanno fra loro come le altezze AE, AXj 
-onde si avrà 

« «t 

sol. ak : sol. az :: ae : ax. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine, si avrà 

sol . AG X sol. AK ; sol. AZ X sol . AK : : ABCD X AE : AMNO X AX 

ed omettendo nel resultato il moltiplicatore comune sol. 
AK , si avrà 

sol. AG ; sol. AZ :: ABCD X ae : AMNO x AX. 

Invece delle basi ABCD ed ASINO si può mettere 
AB X AD ed AO X AM , il che darà 
sol. AG : sol. AZ :: AB x AD x AE : AO x am x AX. 

Dunque due parallelepipedi rettangoli qualunque stan- 
no fra loro etc. C. B. D. 

Scolio. Da ciò segue che si può prendere per misura 
d’ un parallelepipedo rettangolo il prodotto della sua base 
per la sua altezza, od il prodotto delle sue tre dimensioni^ 
Su questo principio valuteremo tutti gli altri solidi. 
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Per l’ intelligenza di questa misura bisogna rammen- 
tarsi che s’ intende per prodotto di due o di più linee 
il prodotto dei numeri , die rappresentano tali linee ■, e 
questi numeri dipendono dall’ unità lineare che si può 
prendere a piacimento : posto ciò il prodotto delle tre 
dimensioni d’un parallelepipedo è un numero che non si- 
gnifica niente in sè stesso , e che sarebbe differente se 
si fosse preso un’ altra unità lineare. Ma , se si molti- 
plichino parimente le tre dimensioni d’un altro parallele- 
pipedo , valutandole sulla medesima unità lineare, i due 
prodotti stacan fra loro come i solidi , e daranno 1* idea 
della loro grandezza relativa. 

La grandezza d’ un solido , il suo volume o la sua 
estensione costituiscono ciò che si chiama la sua solidità; 
e la parola solidità è impiegata particolarmente per de- 
signare la misura d’un solido: così si dice che la solidità 
d’un parallelepipedo rettangolo è eguale al prodotto della 
sua base per la sua altezza, od al prodotto delle sue tre 
dimensioni. 

Essendo le tre dimensioni del cubo eguali fra loro, se 
il lato è 4, la solidità sarà 4X4X4, ossia t *, se il lato 
è 2, la solidità sarà 2X2X2, ovvero 8; se il lato è 3, 
la solidità sarà 3X3X3, ossia 27, e così in seguilo : per- 
ciò, essendo i iati dei cubi come i numeri 4, 2, 3, etc. 
ì cubi stessi o le loro solidità sono come i numeri 4,8, 
27, etc. Quindi è che in aritmetica si chiama cubo d’un 
numero il prodotto che risulta da tre fattori eguali a que- 
sto numero. 

Se si proponesse di fare un cobo doppio d’ un cubo 
dato, bisognerebbe che il lato del cubo cercato fosse al 
lato del cubo dato, come la radice cubica di 2 è all’ unità. 
Ora si trova facilmente con una costruzione geometrica la 
radice quadrataci 2, ma non si può trovare egualmente 
Jà sua radice cubica, almeno colle semplici operazioni della 
geometria elementare, le quali consistono nel non impie- 
gare che linee rette, delle quali si conoscan due punti , 
e dei circoli , dei quali siano determinati i centri ed i 

raggi. • 

Per motivo di questa difficoltà il problema della du- 
plicazione del cubo è stato celebre fra gli antichi geometri, 
come quello della trisezione dell’angolo ^ che, è presso a poco 
del medesimo ordine. Ma si conoscono fin da. gran tempo 
le soluzioni, cui queste specie di problemi sono suscettive, 
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le quali, benché meno semplici delle costruzioni della geo- 
metria elementare, non son per altro nò meno esatte, nè 
meno rigorose (a). 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

La solidità d'un parallelepipedo, ed in generale la solidità 
d'un prisma qualunque è eguale al prodotto della sua 
base per la sua altezza. « 

Infatti l.° un parallelepipedo qualunque è equivalente 
ad un parallelepipedo rettangolo della medesima altezza, e 
di base equivalente ( Prop. //). Ora la solidità di que- 
st’ ultimo è eguale alla sua base moltiplicata per la sua 
altezza-, dunque la solidità del primo è parimente eguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza. 

2. ° Ogni prisma triangolare è la metà d’un paralle- 
lepipedo costrutto in modo che abbia la medesima altezza , 
ed una base doppia ( Prop. 8 ). Ora la solidità di questo 
ultimo è eguale alla sua base moltiplicata per la sua al- 
tezza *, dunque quella del prisma triangolare è eguale al 
prodotto della sua base , metà di quella del parallelepi- 
pedo , moltiplicata per la sua altezza. 

3. ° Un prisma qualunque può esser diviso in tanti 
prismi triangolari della medesima altezza, quanti sono i 
triangoli che si ponno formare nel poligono che gli serve 
di base. Ma la solidità d’ ogni prisma triangolare è egua- 
le alla sua base moltiplicata per la sua altezza *, e poi- 
ché P altezza è la medesima per tutti , ne segue che la 
somma di tutti i prismi parziali sarà eguale alla somma di 
tutti i triangoli , che servon loro di basi , moltiplicata 
per l’altezza comune. Dunque la solidità d’ un prisma po- 



(a) Per semplice notizia storica diciamo che le sopraddette 
soluzioni, cui i problemi della trisezione dell’angolo e della 
duplicazione del cubo sono suscettivi, si conoscevano fino 
dai tempi di Platone. E che Ippocrate Chio dimostrò come 
il celebre problema Deliaco , cioè quello della duplicazione 
del cubo, si riduceva a trovare due medie proporzionali 
tra il lato del cubo dato ed un lato doppio. (In Trad.) 
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ligono qualunque è eguale al prodotto della sua base per 
la sua altezza. Dunque la solidità etc. C. B. D. 

Corollario. Se si paragonino due prismi ohe abbiano 
la medesima altezza , i prodotti delle basi per le altezze 
staranno come le basi -, dunque due primi della medesima 
altezza stanno fra loro come le loro basi ; per una si- 
mil ragione, due prismi della medesima base stanno fra 
loro come le loro altezze. 

PROPOSIZIONE XVI. 

LEMMA. 

Se una piramide è tagliata da un piano parallelo alla base, 
i lati e r altezza della piramide saYanno tagliati propor - 
zonalmente, e la sezione sarà un poligono simile alla base. 



Sia la piramide SABCDC ( fig. 244) tagliata dal pia-Fig.», 4 ; 
no abd parallelo alia base ; dico l.° che i lati SA, SB, SC 
etc. e 1’ altezza SO sono tagliati proporzionalmente in a, 
b, c, d, e, ed in o. 

Il.° La sezione abcde sarà un poligono simile alla 
base ABCDE. 

Infatti I.° i piani ABC, abc essendo paralleli, le loro 
intersezioni AB, ab con un terzo piano SAB saranno pa- 
rallele (Prop. 40, lib. V ) ,* dunque i triangoli SAB, Sab 
sono simili , e si à la proporzione 

sa : so :: sb : S6; 

similmente si avrà 

sb • s6 :: se : sc , 



e così di seguito. Dunque i lati tutti SA , SB, SC, etc. 
sono tagliati proporzionalmente in a, b, c, etc. L’altezza 
SO è tagliata nella medesima proporzione al punto o ; 
perchè BO e bo sono parallele , e così si à 



so : So :: sb : s b. 



Ctf i 



IL® Poiché ab è parallela ad AB, bc a BC , cd a CJP, 
etc., l’ angolo a6c=ABC, l’angolo 6cd=BCD e così di se- 
guito. Di più per i triangoli simili SAB, S ab, si à 



% 



AB : ab :: SB : S6; 
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e per i triangoli simili SBC , S6c sì à 

sb : S6 :: bc ; 6c ; 

dunque 

ab : ab :: bc ; bc-, 
si avrebbe similmente 

bc : bc : : cd : cd , 

e così in seguito. Dunque i poligoni ABCDE, abede anno 
gli angoli eguali respeltivamente ed i lati omologhi pro- 
porzionali ; dunque essi sono simili. 

Corollario. Siano SABCDE, SXYZ due piramidi, il cui 
■vertice è comune, e che ànno la medesima altezza, ovve-i 
ro le cui basi sono situate sopra un medesimo piano-, se 
tagliasi queste piramidi con uno stesso piano parallelo 
al piano delle basi , e che ne risultino le sezioni abede , 
xyz ; dico che le sezioni abede , xyz staranno fra loro 
come le basi ABCDE , XYZ. 

Infatti i poligoni ABCDE, abede , essendo simili , le 
loro superficie stanno come i quadrati dai Iati omologhi 
AB , ab i ma , 

AB : ab :: SA : Sa -, 

dunque 

ABCDE ; abede II SA Sa. 

\ * ’ . 

Per la stessa ragione , 

xyz : :: sx* * sic. 

Ma poiché afcc, xyz formano uno stesso piano, si à pure 
SA : Sa :: SX : Sa? ; 

dunque 

ABCDE ; abede :: XYZ : xyz -, 

dunque le sezioni abede , xyz stanno fra loro come le 
basi ABCDE, XYZ. Quindi se le basi ABCDE, XYZ sono 
equivalenti , le sezioni fatte ad eguale altezza sono an- 
cora equivalenti. 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

I 

Due piramidi triangolari che ànno le basi equivalenti 
e le altezze eguali sono equivalenti. 

Siano SABC, sabc ( fig. 215) le due piramidi, le cuiFig.ms. 
basi ABC, abc che suppongansi situale sopra un medesimo 
piano sieno equivalenti e che abbiano la stessa altezza TA; 
dico che queste piramidi sono equivalenti. 

Se queste due piramidi non sono equivalenti, sia sabc 
la minore, e sia Ax V altezza di un prisma che essendo 
costruito sulla base ABC sarebbe eguale alla loro differenza. 

Dividasi P altezza comune AD in parti eguali minori 
di Ax, e sia k una di queste parti -, per i punti di divi- 
sione dell’altezza facciansi passare piani paralleli al piano 
delle basi •, le sezioni fatte da ciascuno di questi piani 
nelle due piramidi saranno equivalenti (Coro/. Drop. 16 ), 
tali che DEE e def , CHI e ghi, etc. Ciò posto , sopra i 
triangoli ABC , DEE , GUI eie., presi per basi, costrui- 
scaci altrettanti prismi esterni che abbiano per costole 
le parti AD, DG, GK, etc. del lato SA. Similmente sopra 
i triangoli def,ghi, klm , etc., presi per basi, costruiscaci 
nella seconda piramide prismi interni che abbiano per 
costole. le parti corrispondenti del lato sa; lutti questi 
prismi parziali avranno per altezza comune k. 

La somma de’ prismi esterni della piramide SABC è 
maggiore della stessa piramide, la somma de’ prismi in- 
terni della piramide sabc è minore della medesima pira- 
mide -, dunque per queste due ragioni la differenza tra le 
due somme de’ prismi dovrà essere maggiore della diffe- 
renza delle due piramidi. 

Ora principiando dalle basi ABC, a6c, il secondo prisma 
esterno DEFG è equivalente al primo prisma iuterno de\a > 
poiché le loro basi DEF , def sono equivalenti ed ànno 
l’altezza comune A; per fa stessa ragione sono equivalenti 
il terzo prisma esterno GHIE ed il secondo interno ghid, 
il quarto esterno ed il terzo interno , e così di seguito, 
fino all’ultimo degli uni e degli altri. Dunque tutti i pri- 
smi esterni della piramide SABC, ad eccezione del primo 
ABCD, àuno i loro equivalenti ne’ prismi interni della pi- 
ramide sabc. Dunque il prisma ABCD è la differenza tra 
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la somma de’ prismi esterni della piramide SABC c la som- 
ma de’ prismi interni della piramide sabe ; ma la differen- 
za di queste due somme è maggiore della differenza delle 
due piramidi’, dunque bisognerebbe che il prisma ABCD 
fosse maggiore del prisma ABC.r; ora al contrario esso 
è minore , poiché essi anno la medesima base ABC , e 
P allezxa k del primo è minore dell’ altezza .\x del se- 
condo. Dunque l’ ipotesi dalla quale si è partilo non po- 
trebbe aver luogo -, dunque le due piramidi SABC, jaòc, 
che anno le basi equivalenti ed eguali altezze sono equi- 
valenti. Dunque due piramidi triangolari eie. C. B. D. 

PR0P0S1ZI0ME XVIII. 

TEOREMA. 

Ogni piramide triangolare è il terzo del prisma triangolare 
che à la medesima base e la medesima altezza. 

Fig*' 6 - Sia SARC (fig.2/G) una piramide triangolare, ABCDES 
un prisma triangolare che à la medesima Ime e la mede- 
sima altezza ; diro che la piramide è il terzo del prisma. 

Sol traggasi dal prisma la piramide SABC , resterà il 
solido SACDE che si può considerare come unii piramide 
quadrangolare, il cui vertice è S, e che abbia per base il 
parallelogrammo ACDE. Tirisi la diagonale CE e condu- 
casi il piano SCE che dividerà la piramide quadrangolare 
in due piramidi triangolari SACE, SDCE. Queste due pi- 
ramidi anno per altezza comune la perpendicolare abbas- 
sala dal vertice S sul piano ACDE; esse ànno le basi eguali, 
giacché i I riangoli ACE, DCE sono le due metà del me- 
desimo parallelogrammo ; dunque le due piramidi SACE, 
SDCE, sono equivalenli Ira loro; ma la piramide SDCE 
e la piramide SABC ànno le basi eguali ABC , DES, ed 
ànno ancora la medesima altezza , poiché quest’ altezza 
è la distanza de’ piani paralleli ABC , DES ; dunque le 
due piramidi SABC, SDCE sono equivalenti. Ma si è di- 
moslralo che la piramide SDCE è equivalente alla pira- 
\ mide SACE; dunque le Ire piramidi SABC, SDCE, SACE 

clic compongono il prisma ADR sono equivalenti tra lo- 
ro. Dunque la piramide SABC é il terzo del prisma ADR 
clic à la medesima base c la medesima altezza. Dunque 
ogni piramide triangolare eie. C B. D. 
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Corollario. La solidità di una piramide triangolare 
è eguale al terzo del {prodotto della sua base per la sua 
altezza. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOUEMA. 

Ogni piramide à per misura il terzo del prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

Sia la piramide SABCDE ( fig . 214) ; dico che à perf isll4 
misura il terzo del prodotto della sua base APODE per 
la sua altezza SO. ' 

Intatti, facendo passare i piani SEB, SEC per le dia- 
gonali EB, EC, si dividerà la piramide poligona SABCDE 
in più piramidi triangolari che avranno tutte la medesima 
altezza SO. Ma, pel teorema precedente, ognuna di que- 
ste piramidi si misura moltiplicando ciascuna delle basi 
ABE, BCE, CDE pel terzo della sua altezza SO-, dunque la 
somma delle piramidi triangolari o la piramide poligona 
SABCDE avrà per misura la somma dei triangoli ABE , 

BCE, CDE, od il poligono ABCDE moltiplicato per ~ SO; 

dunque ogni piramide à per misura la terza parte del 
prodotto della sua base per la sua altezza. C. B. D. ! 

Corollario 1. Ogni piramide è il terzo del prisma 
che à la medesima base e la stessa altezza. 

Corollario li. Due piramidi che anno la stessa al- 
tezza stanno fra loro come le loro basi, e due piramidi 
della medesima base stanno fra loro come le loro altezze. 

Scolio. Fuò valutarsi la solidità di ogni corpo polie- 
dro decomponendolo in piramidi, e questa decolli posizio- 
ne può farsi in più maniere ; una delle più semplici e 
di far passare i piani di divisione dal vertice di un me- 
desimo angolo solido;- allora si avranno altrettante pira- 
midi parziali quante facce sono nel poliedro , eccetto 
quelle che formano l’ angolo solido donde partono i piani 
di divisione. ’ 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Due poliedri simmetrici sono equivalenti fra loro 
od eguali in solidità. 

Suppongaci che i due poliedri siano le due pira- 
Fif .40*. midi triangolari simmetriche SABC , TABC ( fig. 202); 
dico che saranno equivalenti od eguali fra loro in solidità. 

I. ° Infatti le due piramidi triangolari simmetriche tali 
come SABC, TABC anno per misura comune il prodotto 
della base ABC pel terzo dell’altezza SO .o TO; dunque 
queste piramidi sono equivalenti fra loro. 

II. ° Se dividasi in una maniera qualunque uno dei 
poliedri simmetrici in piramidi triangolari, si potrà di- 
videre parimente l’altro poliedro in piramidi triangolari 
simmetriche. Ora le piramidi triangolari simmetriche so- 
no respettivnrnente equivalenti ; dunque i poliedri interi 
saranno equivalenti tra loro od eguali in solidità. Quindi 
due poliedri etc. C. R. D. 

Scolio. Questa proposizione sembrava resultare im- 
- mediatamente dalla proposizione II, ove si è dimostralo 
che in due poliedri simmetrici tutte le parti costituenti 
d’un solido sono eguali alle parti costituenti dell’altro*, 
ma non era però meno necessàrio di dimostrarla in una 
maniera rigorosa. 



PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

Se una piramide è tagliata da un piano parallelo alla 
sua base , il tronco che resta togliendo la piccola pi- 
ramide è eguale alla somma di tre piramidi che aves- 
sero per altezza comune l' altezza del tronco , e le cui 
basi fossero la base infe> iore del tronco , la base su- 
periore ed una media proporzionale fra queste due basi. 

TS*,*i 7 . Sia SABCDE ( fig. 211 ) una piramide tagliata dal piano 
abd parallelo alla base; dico che il tronco ABCDEaàcde 
che resta togliendo la piccola piramide S abcde è eguale alla 
somma di tre piramidi che avessero per altezza comune 
l’altezza del tronco ARCDEaòcdc, e le cui basi fossero la 
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base inferiore del tronco cioè ABCDE, la base superiore 
cioè abede , ed un’ altra che sia inedia proporzionale tra 
queste due basi. 

Sia TFGH una piramide triangolare, la cui base e l’al- 
tezza siano eguali ed equivalenti a quelle della piramide 
SABGDE. Si può supporre le due tvisi situate sopra un 
medesimo piano ; ed allora il piano «M, prolungato, de- 
terminerà nella piramide triangolare una sezione fgh, si- 
tuala alla stessa altezza al di sopra del piano comune delle 
basi -, donde resulta che la sezione fgh sta alla sezione abd 
come la base FGH sta alla base ABD ( Prop. 16 y e poi- 
ché le basi sono equivalenti , lo saranno aucora le se- 
zioni. F.e piramidi S abede, l 'fgh sono dunque equivalenti^ 
giacché anno la medesima altezza e basi equivalenti. Le 
piramidi intere SABGDE, TFGH sono equivalenti per la 
medesima ragione ; dunque i tronchi ABD dab , FGHA/iy 
sono equivalenti , e per conseguenza basterà dimostrare 
la proposizione enunciata pel solo caso del tronco di pi- 
ramide triangolare. 

Sia FGfthfg ( fig.218 ) un tronco di piramide trian-v%.m.t. 
golare a basi parallele ; per i tre punti F, g, H condu- 
casi il piano FgH che taglierà dal tronco la piramide 
triangolare yFGII. Questa piramide à per base tu base 
inferiore FGH del tronco, essa à ancora per altezza l’al- 
tezza del tronco, poiché il vertice g è nel piano della 
base superiore fgh. 

Dopo aver tolto questa piramide resterà la piramide 
quadrangolare gfliUF, il cui vertice è g e la baso fhììF. 

Per i tre punti f, g t II conducasi il piano fgll che divi- 
derà la piramide quadrangolare in due piramidi triangolari 
gFfU, gfliU. Quest’ ultima à per base la base supcriore 
gfh del tronco, e per altezza l’ altezza del tronco, poiché 
il suo vertice H appartiene alla base inferiore; abbiamo 
così due delle tre piramidi che debbono comporre il tronco. 

Resta a considerare la terza piramide jF/"H ; ora, se 
conducasi </K parallela ad fF, e che s’ immagini una nuo- 
va piramide /FHK, il cui vertice è K e la base /TTI, que- 
ste due piramidi avranno la medesima base /TH ; esse 
avranno ancora la medesima altezza, poiché i vertici g e K 
sono situali sopra una linea yK parallela ad F/', e per con- 
seguenza parallela al piano della base; dunque queste pi- 
ramidi sono equivalenti. Ma la piramide fF KII può consi- 
derarsi come avente il vertice iu f, e cosi essa avrà la me- 
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desima altezza del tronco ; quanto poi alla sua base FKH , 
dico che essa è media proporzionale fra le basi FHG , fgh . 
Infatti i triangoli FHK , fgh anno un. angolo eguale F — 
ed un lato eguale FK ~fg; si à dunque ( Prop. 2f : lib. Ili) 

fhk : fgh :: FH : fh. 

Si à ancora 

FHG : FHK :: FG : FK o fg. 

Ma i triangoli simili FGII, fgh danno 
FG l fg II FH ; fh ; 

dunque 

FGH : FHK :: FHK : fgh ; 

e quindi la base FI1K è media proporzionale tra le due 
basi FGH, fgh. Dunque un tronco di piramide triangolare 
a basi parallele equivale a tre piramidi che anno per al- 
tezza comune V altezza del tronco , e le cui basi siano 
la base inferiore del tronco , la base superiore ed una 
media proporzionale fra queste due basi. G. lì. D. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 



Se si tagli un prisma triangolare , la cui base è ABC 
pig. 216 ), con un piano PKS inclinalo a questa base , 
il solido AbCDES che resulta da questa sezione sarà eguale 
alla somma di tre piramidi , * vertici delle quali sono 
D, E, S, e la base comune ABC. 

Per itre punti S, A, C facciasi passare il piano SAC 
che taglierà dal prisma troncato ABCDES la piramide trian- 
golare SABC -, questa piramide à per base ABC e per 
vertice il punto S. 

Dopo aver tolta questa piramide, resterà la pirami- 
de quadrangolare SACDE , cui S è il vertice ed ACDE 
la base. Per i tre punti S, E, C conducasi un piano SEC 
che dividerà la piramide quadrangolare in due piramidi 
triangolari SACE, SODE. 

La piramide SAEC che à per base il triangolo AEC 
e per vertice il punto S è equivalente ad una piramide 
EAJBC che avesse per base AEC e per vertice il punto 
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B. DifaUi queste due piramidi ùnno la medesima base , 
desse anno ancora la medesima altezza, poiché la linea BS 
essendo paracela a ciascuna delle linee AE, CD è parallela 
al loro piano ACE ; dunque la piramide SAEC è equiva- 
lente alla piramide E ABC, la quale può esser considerata 
come se avesse per base ABC e per vertice il puntoE. 

La terza piramide SCDE può esser cangiata primie- 
ramente in ASCD , perchè queste due piramidi anno la 
medesima base SCD ; desse anno ancora la medesima al- 
tezza , poiché AE è parallela al piano SCD -, dunque la 
piramide SCDE è equivalente ad ASCD. In seguito la pi- 
ramide ASCD può esser trasformata in ABCD, perchè que- 
ste due piramidi Anno la base comune ACD ; esse anno 
ancora la medesima altezza , poiché i loro vertici S e B 
sono situati sopra una parallela al piano della base. Dun- 
que la piramide SCDE, equivalente ad ASCD, è ancora 
equivalente ad ABCD - , ora questa piramide può essere 
riguardata come se avesse per base ABC e per vertice 
il punto I). 

Dunque finalmente il prisma troncato ABCDES è 
eguale alla somma di tre piramidi che anno per base co- 
mune ABC ed i cui vertici sono respeltivamente i punti 
D , E, S. — C. B. D. 

Corollario. Se le costole AE, BS, CD sono perpen- 
dicolari al piano della base, esse saranno nel medesimo 
tempo le altezze delle tre piramidi che compongono il 
prisma troncato \ di modo che la solidità del prisma tron- 
cato sarà allora espressa da 

4 ABC XAE+ 4 ABCXBS+ 4 ABCXCD-, 
quantità che riduccsi ad 

i ABCX(AE+BS-|-CD), 
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TEOREMA. 

* 

Due piramidi triangolari simili anno le facce omologhe 
simili e gli angoli solidi omologhi eguali. 

Fig.tos. siano le due piramidi triangolari SABC, TDEF (Jig.203 ), 
che secondo la definizione sono simili se » due triangoli 
SAB, ABC sono simili ai due triangoli TDE, DEE e si ina- 
mente disposti, cioè se si à l’angolo ABS=DET, BAS — 
EDT, ABC=DEF, BAC=EDF, e se inoltre l'inclinazione 
dei piani SAB, ABC è eguale a quella dei piani TDE, 1)EF; 
ciò posto dico che queste piramidi anno tutte le facce 
simili respettivamente e gli angoli solidi omologhi eguali. 

Prendasi BG=ED, BH=F.F, Bl=ET, e congiungansi 
GH, Gl IH. La piramide TDEF è eguale alla piramide 
1GBH ; poiché avendo presi i lati GB, BH eguali ai lati 
DE, EF e I’ angolo GBH essendo per ipotesi eguale al- 
l’angolo DEF, il triangolo GBH é eguale a DEF; dunque, 
per operare la soprappòsizione delle due piramidi, si può 
primieramente situare la base DEF sulla sua eguale GBH; 
in seguito , poiché il piano DTE è inclinalo sopra DEF 
quanto il piano SAB sopra ABC, egli è chiaro che il pia- 
no DET cadrà indefinitamente sul piano ABS. Ma per ipo- 
tesi r angolo DET=GBI , dunque ET cadrà sopra il suo 
eguale Bl ; e poiché i quattro punti D, E, F, T coinci- 
dono con i quattro G, B, II, I, ne segue ( Prop. 1 ) che 
la piramide TDEF coincide con la piramide 1GBH. 

Ora, per i triangoli eguali DEF, GBH, si à 1’ angolo 
BGH=EDF=BAC ; dunque GII è parallela ad AC. Per 
una simile ragione Gl è parallela ad AS; dunque il piano 
1GH è parallelo ad SAC( Prop. 13 , lib. F). Da ciò segue 
che il triangolo IGH od il suo eguale TDF è simile ad 
SAC( Prop. 13), e che il triangolo IBH od il suo eguale 
TEF è simile ad SBC; dunque le due piramidi triango- 
lari simili SABC, I DEE àmio le quattro facce respeltiva- 
mente simili ;di più anno gli angoli solidi omologhi eguali. 

Imperciocché si è di già situato 1’ angolo E sul suo 
omologo B, e si potrebbe fare lo stesso per due altri an- 
goli sòlidi omologhi ; ma vedesi immediatamente che i due 
angoli solidi omologhi sono eguali, per esempio gli angoli 
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T ed S, poiché sono formati da tre angoli piani eguali* 
respettivamente e similmente disposti. 

Dunque due piramidi triangolari simili anno le facce 
omologhe simili e gli angoli solidi omologhi eguali. C.B.D. 

Corollario I. 1 triangoli simili nelle due piramidi 
danno le proporzioni 

ab:de::bc:ef::ac:df::as:dt::sb:te::sc:tf 5 

dunque nelle piramidi triangolari simili i lati omologhi 
sono proporzionali. 

Corollario li. E poiché gli angoli solidi omologhi sono 
eguali, ne segue che V inclinazione di due facce qualunque 
d' una piramide è eguale all' inclinazione delle facce omolo- 
ghe della piramide simile. 

Corollario III. Se si tagli la piramide triangolare 
SABC con un piano G1H parallelo ad una delle facce SAC, 
la piramide parziale BG1H sarà simile alla piramide inte- 
ra BASC ; infatti i triangoli BGI , BGH , sono respeltiva- 
mente simili e similmente posti ai triangoli BAS, BAC *, 

1’ inclinazione dei loro piani è la medesima da ambe le 
parti -, dunque le due piramidi sono simili. 

Corollario IV. In generale se si tagli una piramide qua- 
lunque SABCDE (Jig. 214) con un piano abede parallelo alla?, 
base , la piramide parziale Sabcde sai a simile alla pirami- ' ’ 
de intera SABCDE. Infatti le basi ABCDE , abede sono 
simili, e congiungendo AC, ac si è dimostrato che la pi- 
ramide triangolare SABC è simile alla piramide Sabc; dun- 
que il punto S è determinalo per rapporto alla base ABC 
come il punto S per rapporto alla base abe ( Def. 18 ), 
dunque le due piramidi SABCDE , S abede sono simili. 

Scolio. In vece dei cinque dati richiesti dalla defini- 
zione perchè due piramidi triangolari sieno simili, si po- 
trebbero sostituirne altri cinque secondo differenti combina- 
zioni , e ne resulterebbero altrettanti teoremi , fra i quali 
si può distinguere questo: Due pirami triangolari sono si- 
mili allorché esse anno i lati omologhi proporzionali. 

Infatti se si anno le proporzioni ( fig . 203) Fig.t.». 

ab:de::bc:ef::ac;df::as:dt::sb;te::sc:tf, 

ciò die comprende cinque condizioni, i triangoli ABS, ABC 
saranno simili ai triangoli DET, DEF e similmente, dispo- 
sti. Si avrà pure il triangolo SBC simile a TEF; dunque 
i tre angoli piani che formano l’angolo solido B saranno 
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eguali respettivamente ai tre angoli piani che formano 
l’angolo solido E-, donde ne segue che l’ inclinazione dei 
piani SAB, ABC è eguale a quella dei loro omologhi TDE, 
DEF, e che le due piramidi sono simili. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Due poliedri simili ànno le facce omologhe simili 
e gli angoli solidi omologhi eguoUi. 

Sia ABCDE ( fig. 219 ) la base di un poliedro ; siano 
M ed N i vertici di due angoli solidi fuori di questa ba- 
se, determinati dalle piramidi triangolari MABC, NABC, 
la cui base comune è ABC -, siano nell’ altro poliedro abcde 
la base omologa o simile ad ABCDE , m ed » i vertici 
omologhi ad M ed N , determinali dalle piramidi mabc t 
nabc , simili alle piramidi MABC , NABC ; dico primie- 
ramente che le distanze MN , mn sono proporzionali ai 
lati omologhi AB , ab. 

Infatti, essendo simili le piramidi MABC, maàc, l' in- 
clinazione dei piani MAC, BAC è eguale a quella dei piani 
mac, bac; parimente le piramidi NABC, nabc essendo si- 
mili, F inclinazione dei piani NAC, BAC è eguale a quella 
dei piani nac, bac ; dunque, se si tolgano le prime incli- 
nazioni dalle ultime resterà l’ inclinazione dei piani NAC, 
MAC eguale a quella dei piani nac , mac. Ma, per la simili- 
tudine delle medesime piramidi, il triangolo MAC è simile 
ad mac, ed il triangolo NAC è simile ad nac; dunque le 
due piramidi triangolari MNAC, mnac ànno due facce re- 
spcttivamente simili, similmente disposte ed egualmente 
inclinate fra loro ; dunque queste piramidi sono simili 
(Drop. 21) ed i loro Iati omologhi danno la proporzione 

MN : mn :: AM : am. 

D* altronde 

AM : am AB : ab\ 

dunque 

MN ; mn ;; AB ; eà. 

Siano P e p due altri vertici omologhi dei medesimi po- 
liedri ; si avrà similmente 
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pn : pn :: ab : ab , 

PM l pm AB : ab. 

Dunque 

MN : mn PN : pn :: PM : pm. 

Dunque il triangolo PNM che unisce tre vertici qua- 
lunque di un poliedro è simile al triangolo pnm che con- 
giunge i tre vertici omologhi dell' altro poliedro. 

Siano ancora Qe q due. vertici omologhi ed il trian- 
golo PQN sarà simile a pqn. Dico di piu che l’ inclina- 
zione dei piani PQN , PMN è eguale a quella dei piani 
pqn, pmn. 

Infatti, se si tirino QM, gm, si avrà sempre il trian- 
golo QNM simile a ynm, e per conseguenza l’angolo QNM 
eguale a qnm. Concepiscasi in N un angolo solido formato 
da tre angoli piani QNM, QNP, PNM, ed in n un angolo 
solido formato dai tre angoli piani qnm, qnp, pnm -, poi- 
ché questi angoli piani sono eguali respettivamente, ne 
segue che gli angoli solidi sono eguali. Dunque 1’ incli- 
nazione dei due piani PNQ, PNM è eguale a quella dei 
loro omologhi pnq , pnm -, dunque se i due triangoli PNQ, 
PNM fossero in un medesimo piano , nel qual caso si 
avrebbe l’angolo QNM=QNP-f-PNM, si avrebbe pure l’an- 
golo qnm=qnp+pnm, ed i due triangoli qnp, pnm sa- 
rebbero pure in un medesimo piano. 

Tutto ciò che abbiamo dimostrato à luogo qualun- 
que siano gli angoli M, N, P, Q paragonati ai loro omo- 
loghi m, », p, q. 

Suppongasi adesso che la superficie d’ uno dei po- 
liedri sia divisa in triangoli ABC, ACD, MNP, NPQ, etc.; 
si vede che la superficie dell’ altro poliedro conterrà un 
egual numero di triangoli abc, acd , mnp , npq, etc. si- 
mili e similmente disposti-, e se più triangoli, comeMPN, 
NPQ etc., appartengano ad una medesima faccia e souo 
in un medesimo piano , i loro omologhi mpn, npq , etc. 
saranno parimente in un medesimo piano. Dunque ogni 
faccia poligona in un polièdro corrisponderà ad una fac- 
cia poligona simile nell’altro poliedro', dunque i due po- 
liedri saranno compresi da un medesimo numero di piani 
simili e similmente disposti. Dico di più che gli angoli 
solidi omologhi saranno eguali. 

Infatti, se l’angolo solido N, per esempio, è formalo 
dagli angoli piani QNP, PNM, MNR, QNR, l’angolo solido 
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omologo n sarà formalo dagli angoli piani qnp , putti , 
7H«r, qnr. Ora questi angou piani sono respettivamente 
eguali , e l’ inclinazione di due piani adiacenti è eguale 
a quella dei loro omologhi -, dunque i due angoli solidi 
sono eguali , giacché possono essere soprapposti. 

Dunque finalmente due poliedri simili anno le facce 
omologhe simili e gli angoli solidi omologhi eguali. C.B.D» 
Corollario. Segue dalla dimostrazione precedente che, 
se con quattro vertici d’ un poliedro si formi una pira- 
mide triangolare, e si formi pure un’altra piramide con 
quattro vertici omologhi d’ un poliedro simile , queste 
due piramidi saranno simili, perchè avranno i lati omo- 
loghi proporzionali ( Scol. Prop. 23 ). 

Si vede nel tempo stesso che due diagonali omolo- 
ghe ( Prop. /7, liti, II h por esempio, AN, on, stanno 
fra loro come due lati omologhi AB , ab. 



JPue poliedri simili possono dividersi in un medesimo mi- 
mero di piramidi triangolari simili respettivamente 0 
similmente disposte. 

Infatti si è già veduto che le superficie di due polie- 
dri si possono dividere in un medesimo numero di trian- 
goli simili respettivamente e similmente disposti. Conside- 
rinsi tutti i triangoli d’un poliedro, fuorché quelli che for- 
mano l’angolo solido A, come basi di tante jpiramidi trian- 
golari, il cui vertice è in A; queste piramidi prese insie- 
me comporranno il poliedro : dividasi parimente l’altro po- 
liedro in piramidi che abbiano per vertice cornane quello 
dell’angolo a omologo ad A*, è chiaro ebe la piramide la 
quale congiunge quattro vertici d’un poliedro sarà simile 
alla piramide che congitmge i quattro vertici omologhi del- 
l'altro poliedro. Dnnque due poliedri simili eie» C.B.D. 




PROPOSIZIONE XXV 



TEOREMA, 



ih: 'Hip M 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

*' * - v * « « - i 

• *• t 

. , TEOBBMA. 

i •• *• -i - t 

Due piramidi simili stanno fra loro come i cubi 
dei lati omologhi. 

Siano le piramidi simili SABCDE, S abcde ( fy . 244 
dico che stanno fra loro come i cubi dei lati omologhi 
AB , ab. ' . / 6 

Infatti due piramidi essendo simili , la minore potrà 
essere situata sulla maggiore, in modo che abbiano P an- 
golo solido S comune; allora le basi ABCDE, abcde saranno 
parallele; poiché, siccome le facce omologhe sono simili 
( Prop. 23), l’ angolo S uà è Cjguale ad SÀB, come pure 
S6c ad SBC ; dunque il piano abc è parallelo al piano ABC 
( Prop. 13,lib. V). Ciò posto, sia SO la perpendicolare 
abbassata dal vertice S sopra il piano ABC, e sia o il punto 
ove questa perpendicolare incontra il piano ohe; sì avrà, 
secondo ciò che si è dimostrato ( Prop. 16 ) 

so : so :: sa : sa ab : oà *, 

e per conseguenza 

• * » I . i 

i 1 

•t so : - So :: ab : ab. . ■ , 

3 3 

Ma le basi ABCDE, abcde essendo figure simili, si ì 

* ' n • ' * 

ABCDE : abcde :: AB* ab* • ; 

Moltiplicando queste due proporzioni termine per ter- 
mine , ne resulterà la proporzione 

• - J u ti • y ^ t 

. ABCDE X \ SO : abcde X \ So AB* ab*. 

» >. • •' * - l i • . ... ? 

Ora ABCDE X SO è la solidità della piramide SABC- 
DE ( Corol. Prop. 18 ), ed abcde X ^ So è la solidità 

; 1 - ^ ‘ * * t ’*£j .. r 1 / 
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della piramide S abcde ; dunque due piramidi simili stanno 
fra loro come i cubi dei loro lati omologhi. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOBBMA. 

Dus poliedri simili stanno fra loro come » cubi 
dei lati omologhi. 

Siano i due poliedri simili che ànno per basi ABCDE, 
ri * "t abcde ( fig . 219) ; dico che stanno fra loro come i cubi 
dei lati omologhi AB , ab. 

Infatti due poliedri simili possono essere divisi in uu 
medesimo numero di piramidi triangolari respettivamente 
simili ( Prop. 23). Ora le due piramidi simili APNM , apnm 
stanno fra loro come i cubi dei lati omologhi AM , am , o 
come i cubi dei lati omologhi AB, ab. Il medesimo rappor- 
to avrà luogo fra due altre piramidi omologhe qualunque; 
dunque la somma di tutte le piramidi che compongono un 
poliedro od il poliedro stesso sta all’ altro poliedro come 
U cubo di un lato qualunque del primo sta al cubo del lato 
omologo del secondo. Dunque due poliedri etc. C. B. D. 

SCOLIO GENKBALS. 

Si potrà presentare in termini algebrici, cioè nella ma- 
niera più succinta, la recapitolazione delle principali pro- 
posizioni di questo libro, relative alla solidità dei poliedri. 

Sia B la base di un prisma. Il la sua altezza; la so- 
lidità del prisma sarà BXH o BH. 

Sia B la luce di una piramide, H la sua altezza; là 
solidità della piramide sarà 

BX ~ H o HX \ B ° | IIB. 

Sia H rattezza di un tronco di piramide a basi pa- 
rallele, siano A, B le sue basi ; V AB sarà la media pro- 
porzionale (ira esse , e la solidità del tronco sarà 

i HX ( AXBXVÀB). 

Sia B la base di un tronco di prisma triangolare , II, 
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^ I l e a ^ ezze suo > to'® vertici superiori • la 'so- 
lidità del prisma troncato sarà ^ ^ 

~ BX (H + H' + H"). 

Siano finalmente P e p le solidità di due poliedri si- 
cari * si a a£à C lat ‘ ° ^ dÌag ^ nlUÌ ° m0i ° she di < l ue * t Ì 

p : p :: a 3 : a \ 
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LIBRO SETTIMO 
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<' , 



LA SFERA 



DEFINIZIONI 

I. La SFERA è un solido terminato da una super- 
ficie curva , della quale tutti i punti sono egualmente 
distanti da un punto interno che si chiama centro. 

Si può immaginare la sfera (Jig. 220 ) generarsi dalla 
rivoluzione del semicerchio DAE intorno al diametro DE, 
poiché la superficie descritta in questo movimento dalla 
curva DAE avrà tutti i suoi punti ad eguali distanze dal 
centro C. 

II. Il raggio della sfera è una linea retta condotta 
dal centro ad un punto della superficie ; il diametro od 
asse è una linea che passa pel centro e termina da am- 
be le parti alla superficie. 

Tutti i raggi della sfera sono eguali ; tutti i diame- 
tri sono eguali e doppi del raggio. 

III. Si dimostrerà nella prima proposizione che ogni 
sezione della sfera fatta da un piano è un cerchio ; po- 
sto ciò si chiama circolo massimo la sezione che passa 
pel centro della sfera $ circolo minore quello che non 
passa pel centro della sfera. 

IV. Un piano è tangente alla sfera quando non à che 
un sol punto con la superficie della sfera. 

V. il polo di un cerchio della sfera è un punto della 
superficie della sfera egualmente lontano da tutti i punti 
della circonferenza di quel cerchio. Si farà vedere nella 
proposizione sesta che ogni cerchio grande o piccolo à 
sempre due poli. 

VI. Triangolo sferico è una porzione della superficie 
della sfera racchiusa da tre archi di circoli massimi. 

Questi archi che si chiamano i lati del triangolo sono 
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sempre supposti minori della semicirconferenza. Gli an- 
goli che ijoro piani fanno fra loro sono gli angoli del 
triangolo, 

VII, Un triangolo sferico prende il nome di ntt an- 
golo, isoscele , equilatero negli stessi casi di un triangolo 
rettilineo. 

Vili. Poligono sferico è una porzione della superfi- 
cie della sfera terminata da più archi di circoli massimi. 

IX. Fuso ..parte delia superficie della sfera com- 
presa da due seipicirCbli massimi che.si terminano ad un 
diametro comune. • 

X. Si chiamerà cuneo* qx vero unghia sfericcttf a parte 
del solido della sfera compresa fra i medesimi semicir- 
coli massimi , ed alla quale il fuso serve base. 

XI. Piramide sferica è la parte del solido della sfera 
compresa fra i piani di un angolo solido,. il cui vertice 
è al centro. La base della piramide è il poligono sferico 
intercettato dai medesimi piani. 

XII. Si chiama zona la parte della superficie della 
sfera compresa fra due piani paralleli che ne sono le 
basi. Uno di questi piani può essere tingente alla sfera; 
allora la zona non à che una base. 

XIII. Segmento sferico è la porzione del solido delia 
sfera compresa ira due piani paralleli che ne sono le basi. 

Uno di questi piani può essere tangente alla sfera, 
allora il segmento sferico non à che una base. 

XIV. L’ altezza di una zona o di un segmento (a) 
è la distanza dei due piani paralleli che sono le basi 
della zona o del segmento. 

XV. Mentre che il semicircolo DAE ( fìg . 220 ) girandone. «*». 
intorno al diametro DE descrive la sfera , ogni settore 
circolare , come DCF o FCH, descrive un solido che si 
chiama settore sferico . 

i . . • j ' ** 



(a) Aggiungi sferico. ( Il Trad. ) 



Leoendre Geom . Solida 9 
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- PROPOSIZIONE PRIMA. 1 

• . * L * * * 

ìfobfma. 

» • . • , ■ t 

• *« 

Ogni sezione della sfera falla da uìi piano è un circolo. 

Fig.«u " Sia AMR (fig. 22 f) la sezione fatta da un piano nella 
sfera clie à per centro C ; dico che AMB è un circolo. 

Dal punto C conducasi Va perpendicolare €0 sopra 
il piano AMR , e .differenti linee CM , CM , OR a diffe- 
renti punti della curva AMB el>e termina la sezione. 

, Le^pbblique CM, CM , g* sono eguali, poiché esse 
sono raggi della sfera*, esse sono dunque egualmente lon- 
tane dalla perpendicolare CO ( Piop. 5, lib. E)*, dun- 
que tutte le linee OM, OM, OR sono eguali *, dunque la 
■sezione A*MB è un circolo, il cui centro è il^unto O. 
Dunque ogni' sezione etti. C. B. D. 

Corollario f. Se la sezione passa pel centro della 
sfera , il suo raggio sarà il raggio della sfera ; dunque 
tutti i circoli massimi sono eguali fra loro. 

Corollario IT. Due circoli massimi si tagliano sem- 
pre in due porzioni eguali*, infatti la loro comune inter- 
sezione passando pel ceutro è un diametro. 

Corollario III. Ogni cerchio massimo divide la sfera e 
la sua superficie in due porzioni eguali ; poiché se, dopo 
aver separati i due emisferi, si applicano sulla base comu- 
ne rivolgendo la loro convessità dal medesimo lato, le due 
superficie coincideranno 1’ una con 1’ altra, altrimenti vi 
sarebbero punti piu vicini al centro gli uni che gli altri. 

Corollario 1 V. Il cèntro di un circolo minore e quello 
della sfera sqno sopra una medesima retta perpendicolare 
all. ai piauo del circolo minore ( fig. 224 ). 

Corollario F. I circoli minori sono tanto più piccoli, 
quanto sono più lontani dal ceutro della sfera ; infatti 
quanto la distanza CO è maggiore, più piccola è la cor- 
da AB , diametro del piccolo circolo AMB. 

Cordiario VI. Per due punti dati sulla superficie di 
una sfora si può far passare un arco di circolo massimo; 
infatti i due punti dati ed il centro della sfera sono tre 
punti che determinano la posizione di un piauo. Se in- 
tanto i due punti dati fossero ali’ estremità di un diame- 
tro , allora questi due puuli ed il centro sarebbero in 
linea retta , e vi sarebbe un’ infinità di circoli massimi 
«tìe potrebbero passare per i due punti dati. 
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proposizione il. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo sferica un lato qualunque è minore- 
della somma degli altri due.. 

Sia il triangolo sferico ABC ( fy. 222) ; dico che f . 
un lato qualunque è minore della somma degli altri due/'*'** * 

* Sia 0 il centro della sfera; tirinsi i raggi OA, OB, 

OC. Se s’ immaginino i piani AOB-, AOC, COB , questi 
piani formeranno al punto 0 un angolo solido ; e gli an- 
goli AOB, AOC, COB avranno per misura i lati AB, AC, 

BC del triangolo sferico ABC. Ora ciascuno dei tre an- 
goli piani che compongono l’ angolo solido è minore della 
somma degli altri due ( bop. 21, lib. V); dunque uu 
lato qualunque del triangolo ABC è minore della somma 
degli altri due. Quindi in ogni triangola etc. C. B. 0. 

PROPOSIZIONE IIL 

• ' , . • . 

TEOREMA, 

li più corto cammino da un punto ad un altro sulla sw- 
perfide d> una sfera è V arco di cerchio massimo che. 
uniste i due punti dati. 

Stilla' superficie di una sfera siano due punti A , B 
( fig. 223); dico che il piii corto- cammino dal punto A FigiilIi 
al punto B sia ANB arco del cerchio massimo che unisce 
i due punti. 

Se ciò non è,. allora vi sarà, un’ altra linea più corla 
dell’ arco ANB. Sia fuori di questo arco, s’è possibile,, 
un punto M della linea più-cocta fra A e B. Pel punto 
M conducansi gli archi di circoli massimi MA , MB e 
prendasi BN~ MB. 

Secondo il teorema precedente l’arco ANB è minore 
di AM-j-MB ; togliendo da una parte e dall’ altra BN=B.M, 
resterà AN< AM. Ora la distanza* da B.ad M, sia die essa, 
si confonda con l’arco BM, o che essa sia. qualunque altra 
linea, è eguale alla distanza da li ad N ; infilili facendo 
girai© il piauo del cerchio massimo BM iulorno al diurne - 
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irò che passa per B , si può condurre ir punto M sul 
punto N, ed allora la linea più corta da M a B, qualunque 
sia, si confonderà con quella da N a B; dunque i due cam- 
mini da A a B, l’uno che passa per M, I’ altro che passa 
per IN, anno una parte eguale da M a B c da N a B. Il 
primo cammino è per ipotesi il minore -, dunque la distanza 
da A ad M è minore della disianza da A ad N: ciò sa- 
rebbe assurdo , poiché 1’ arco AM è maggiore di AN ; 
dunque nessun punto della linea più corta fra A e B può 
essere fuori deli’ arco ANB -, dunque quest’ arco è esso 
stesso la linea più corta fra le sue estremità. Dunque t( 
più corto camolino da un etc. C. B. R. 

PROPOSIZIONE IV, 



TKfMIEMA. 

Za somma dei tre lati di un triangolo sferico è minoro 
della circonferenza di un cerchio massimo. 

Sia ABC un triangolo sferico qualunque {fg-224)^ 
dico che la somma dei tre lati AG, CB, BA è minore di 
un cerchio massimo» 

Prolunghiusi i lati AB, AC, finché essi s’ incontrino 
di nuovo in D- Gli archi ABD, ACD saranno mezze cir- 
conferenze , poiché due circoli massimi si tagliano sem- 
pre in due parti eguali ( Prop. y, Corali. //)•, ma nel 
triangolo BCD il lato BC < DB -f- CD ( Prop. 2 ) \ a g-* 
giungendo alle due parli AB + AC, si avrà AB -|- AC 
RC < ABD + ACD , cioè minore di una circonferenza. 
Quindi la somma dei tre lati etc. C. R. D» 

PROPOSIZIONE V, 

YSOBEMU. 

la somma (tei tali di ogni poligono sferico è minoro 
della circonferenza di un cerchio massimo. 

«,5l sii», per esempio, il peni agone ÀBCDE ( ftg. 225 )i 
dico che Pi somma dei lati AB , BC , CD, DE e minore 
della circonferenza d’un cerchio massimo» 

Prolunghiusi i lali AB, DC tino al loro incontro in F j 
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poiché BC è minore di BF-J-CF , il contorno del penta- 
gono ABCDE è minore di quello del quadrilatero AEDF. 
Prolunghici di nuovo i lati AE, FD fino al loro incontro 
in G ; si avrà ED < EG-J-GD ; dunque il contorno del 
quadrilatero AEDF è minore di quello del triangolo AFG; 
questo è minore della circonferenza d’ un cerchio mas- 
simo ( Prop. prec. ) ; dunque a forliorì il contorno del 
poligono ABCDE è minore di questa stessa circonferen- 
za. Qumd'i la somma dei lati etc. C. B. D. 

Scolio. Questa proposizione è in sostanza la medesima 
che la 22* del V libro ; infatti se O è il centro della sfera , 
si può immaginare al punto 0 un angolo solido formalo 
dagli angoli piani AOB, BOC, COD, DOE, e la somma di 
questi angoli dev’essere minore di quattro angoli retti, ciò 
che non differisce dalla proposizione presente. La dimostra- 
zione che ora ne abbiamo data è differente da quella del li- 
bro V ; P una e l’ altra suppongono che il poligono ABCDE 
sia convesso , ovvero che nessun lato prolungato taglia la 
figura. 

PROPOSIZIONE VL 

TBOBKMi . 

• I 

Se in una sfera si conduca un diametro perpendicolare 
al piano di un cerchio massimo , le estremità di que- 
sto diametro saranno i poli di questo cerchio massima 
e di tulli « circoli minori che gli sono paralleli. 

Se nella sfera chea per centro C(/ijr. 220) si conducar*.»»». 
il diametro DE perpendicolare al pàauo del cerchio mas- 
simo AMB ; dico che le estremila D ed E di questo dia- 
metro saranno i poli di esso cerchio massimo AMB, e di 
tutti i circoli minori, come FNG, che gli sono paralleli. 

Infatti DC, essendo perpendicolare al piano AMB, è 
perpendicolare a tutte le relte CA, CM, GB, eie. condotte 
dal suo piede in questo piano ; dunque tutti gli archi 
DA, DM, DB, etc. sono quarte parli di circonferenza; è lo 
stesso degli archi EA, EM,EB etc.; dunque i punti D ed 
E sono ciascuno egualmente lontani da tutti i punti della 
circonferenza AMR ; . dunque essi punti D ed E sono i 
poli di questa circonferenza ( Def. 5). 

Secondariamente, il raggio DC perpendicolare al pia- 
fio AMB è perpendicolare al suo parallelo FNG -, dunque 
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esso passa pel centro O del cerchio FNG (Prop.f)-, dunque 
se si tirino le obblique DF, DN, DG, queste obhlitfue si al- 
lontaneranno egualmente dalla perpendicolare DO e saranno 
eguali. Ma le corde essendo eguali sono eguali gli archi 
corrispondenti -, dunque tutti gli archi DF, DN, DG etc. 
sono Ira loro eguali ; dunque il punto D è il polo del pic- 
colo cerchio FNG, e per la stessa ragione il punto E è 
l’ altro polo. Quindi se in una sfera si conduca etc. C. B. D. 

Corollario I. Ogni arco DM condotto da un punto 
dell’arco di cerchio massimo AMB al suo polo è un quarto 
di circonferenza, e si chiamerà per brevità quadrante , 
e questo quadrante fa nel tempo stesso un angolo retto 
con 1’ arco AM. Poiché la linea DG essendo perpendico- 
lare al piano AMG, ogni piano l)MG che passa per la li- 
nea DC, è perpendicolare al piano AMG ( Prop. ì 8, lib. 
VI)\ dunque l’angolo di questi piani, o secondo la do- 
fìnizione VI , I’ angolo AMD è un angolo retto. 

Corollario II. Per trovare il polo di un arco dato AM 
conducasi l’arco indefinito MD perpendicolare ad AM, pren- 
dasi MD eguale ad un quadrante , ed il punto D sarà uno 
dei poli dell’arco AM; ovvero conducasi ai due punti A 
ed M gli archi AD, MD perpendicolari ad AM, il punto 
d’ incontro D di questi due archi sarà il polo domandato. 

Corollario III. Reciprocamente se la distanza del punto 
D a ciascuno dei punti A ed M è eguale ad un quadran- 
te; dico che il punto D sarà il polo dell’ arco AM, c che 
nel medesimo tempo gli angoli DAM, AMD saranno retti. 

Infatti sia C il centro della sfera e siano condotti i 
raggi CA,CD, GM. Poiché gli angoli ACD, MGD sono retti, 
la linea GD è perpendicolare alle due rette CA, CM; dun- 
que essa è perpendicolare al loro piano; dunque il punto 
1) è il polo dell’ arco AM , cd in conseguenza gli angoli 
DAM, AMD sono retti. 

Scolio. Le proprietà dei poli permettono di tracciare 
sopra la superficie della sfera archi di circolo colla me- 
desima faciltà che sopra una superficie piana. Osservisi, 
per esempio, che facendo girare 1’ arco DF o qualunque 
altra linea dello stesso intervallo intorno al punto D, l’e- 
stremità F descriverà il cerchio minore FNG ; e se si l'uccia 
girare il quadrante DFA intorno al punto D, l’estremità 
A descriverà I’ arco di cerchio massimo AM. 

Se bisogna prolungare l’arco AM, o se non siano dati 
che i punti A ed M, per i quali deve passare quest’ arco, 
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si determinerà prima il polo D colla intersezione di due 
archi descritti dai punti A ed M come centri con un in- 
tervallo eguale al quadrante. Il polo D essendosi trova- 
to, si descriverà dal punto D come centro e col mede- 
simo intervallo , 1’ arco AM ed il suo prolungamento. 

Finalmente, se dal punto dato P si deve abbassare 
un arco perpendicolare sull’ arco dato AM , si prolun- 
gherà questo arco in S sino a che l’ intervallo PS sia 
eguale ad un quadrante \ in seguito dal polo S e col me- 
desimo intervallo si descriverà 1’ arco PM che sarà l’arco 
perpendicolare richiesto. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOBEMA. 

Ogni piano perpendicolare all ’ estremità di un raggio (a) 
è tangente alla sfera. 

Sia FAG ( fig. 226 ) un piano perpendicolare all’ e-Fi*.**‘- 
stremità del raggio OA della sfera die à per centro 0} 
dico che il piano FAG è tangente alla sfera. 

Se prendasi un punto qualunque M sopra questo pia- 
-uo, e si tirino OM ed AM, l’angolo OAM sarà retto , e 
perciò la distanza OM sarà maggiore di OA. Il punto M 
è dunque fuori della sfera -, e, come è lo stesso per qua- 
lunque altro punto del piano FAG, ne segue che questo 
piano non à che il solo punto A comune colla superficie 
della sfera-, dunque è tangente a questa superficie (Def. 4). 
Quindi ogni piano perpendicolare etc. C. B. D. 

Scolio. Si può dimostrare similmente che due sfere non 
ànno che un sol punto comune, e sono per conseguenza 
tangenti l’una all’altra-, allorché la distanza dei loro cen- 
tri è eguale alla somma od alla differenza dei loro raggi, 

allora i centri ed il punto di contatto sono in linea retta (b). 

. \ \ % • * 

(ai Aggiungi di una sfera ( Il Trad. ) 

(b) A similitudine dei circoli , quando la distanza dei 
centri di due sfere è eguale alla somma dei loro raggi , at- 
tera le sfere sono tangenti esternamente ; quando poi la di- 
stanza dei centri è eguale alla differenza dei raggi , al- 
tera le sfere sono tangenti internamente ; o con più chia- 
rezza, nel primo caso le due sfere sono tangenti colle loro 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

£* angolo che fanno tra loro due archi di circoli mas- 
simi è eguale all' angolo f ormato dalle tangenti di que- 
sti archi al punto dove essi formano V angolo ; dippiù 
esso angolo à pure per misura l'arco descritto da que- 
sto punto come polo fra gli stessi due archi di circoli 
massimi , prolungati s' è necessario. 

Sia l’angolo BAC ( fig. 226 ) che fanno tra loro i due 
archi di circoli massimi AB, AC ; dico che è eguale all’an- 
golo FAG formato dalle tangenti di questi archi nel punto 
A*, e dippiù à per misura l’arco DE descritto dal punto 
A come polo fra i lati AB, AC, prolungati s’ è necessario. 

Infatti la tangente AF condotta nel piano dell’arco AB 
è perpendicolare al raggio AO; la tangente AG condotta 
nel piano dell’ arco AC è perpendicolare allo stesso rag- 
gio AO. Dunque 1’ angolo FAG è eguale all’ angolo dei 
piani OAB, OAC ( Prop. fi, lib. V ) , che è quello de- 
gli archi AB, AC, e che s’ indica con BAC. 

Similmente, se P arco AD è eguale ad un quadran- 
te , come pure A E , le linee OD, OE saranno perpendi- 
colari ad AO, e l’ angolo DOE sarà pure eguale all’ an- 
golo dei piani AOD , AOE; dunque l’arco DE è la mi- 
sura dell’angolo di questi piani, ossia la misura dell’ an- 
golo CAB. Quindi l'angolo che fanno tra loro etc.C.B.D. 

Corollario. Gli angoli dei triangoli sferici possono pa- 
ragonarsi fra loro per mezzo degli archi di circoli massimi 
descritti dai loro vertici come poli e compresi fra i loro 

convessità; nel secondo la concavità della maggiore tocca 
la convessità della minore : in questi due casi , come si 
è osservalo , i centri ed il punto di contatto sono in una 
linea retta. 

h evidente dippiù che se la distanza dei centri è mag- 
giore della somma dei raggi, le due sfere non $' intersegano 
nè si toccano , ma sono distanti l'una dall’altra e viceversa . 
E che se la distanza dei centri è minore della differenza dei 
faggi, cioè se il raggio maggiore è più grande della somma 
del raggio minore e della distanza dei centri , la sfera 
maggiore racchiuderà la minor» e viceversa. (Il Tbau. ) 
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lati *, così è facile fare un angolo eguale ad un angolo * 
dato. 

Scolio. Gli angoli opposti al vertice, tali come ACO, 

BCN ( fig. 238) sono eguali 5 poiché I’ uno 0 I’ altro èr.yos*. 
sempre l’ angolo formato dai due piani ACB , OGN. 

Si vede ancora che nell’ incontro dei due archi ACB; 

OCN , > due angoli adiacenti ACO, OCB, presi insieme, 
equivalgono sempre a due angoli rètti. 

PROPOSIZIONE IX. 

• • - ■ . 

i; ' ‘ J - TEOREMA. 

• 4 t . t» 2 . * . * 

Essendo dato un triangolo sferico , se dai vertici di esso 
come poli si descrivano archi che formano altro trian- 
golo sferico , reciprocamente i tre vertici di quest' u{ - 
limo saranno i poli dei lati del primo triangolo. 

f * * * (» * 1 * * 

Sia dato il triangolo sferico ABC ( fig. 227), se daÌF< R .** 7 . 
punti A, B, C, come poli , si descrivano gli archi EF, 

FD, DE che formino il triangolo sferico DEF *, dico che 
reciprocamente i tre punti D, E, F saranno i poli dei 
lati BC, AC, AB. 

Infatti, essendo il punto A il polo dell’arco EF, la 
distanza AE è un quadrante-, il punto C essendo il polo 
dell’ arco DE, la distanza CE è parimente un quadrante; 
dunqne il punto E è lontano un quadrante da ciascuno 
dei punti A e C -, dunque esso è il polo dell’ arco AC 
( Prop. 6 , Corol. 3 ). Si dimostrerà similmente che D è 
il polo dell’ arco BC, ed F quello dell’ arco AB. Quindi 
essendo dato et’. C. B. D. 

Corollario. Dunque il triangolo ABC può essere de- 
scritto per mezzo di DEF, come DEF per mezzo di ABC. 



i 

\ * 
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PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 



i <j> : t!('. 



Poste le medesime cose del teorema precedente (a), ciascun 
angolo di ano dei triangoli avrà per misura la mezza 
circonferenza, meno il luto opposto nelC altro triangolo. 



*^.*« 7 . Essendo dalo il , triangolo sferico ABC ( fig. 227 ) 
se dai punti A, B , C come poli si descrivano gli archi 
DE, EF, FD clic formino il triangolo sferico DEI*’ j dico 
primieramente che 



1’ angolo A à per misura —ciré. — EF, 

2 



| 

F angolo B à per misura — circ. — DF, 

M 

V angolo C à per misura viro. — DE. 

Prolunghinsi se è necessario i lati AB, AC finché in- 
contrino EF in G ed Hi poiché il punto A è il polo del- 
l’arco €H , l’angolo A avrà per misura l’arco GII. Ma 
l’arco EH è un quadrante come pure GF, giacché E è il 
polo di AH, ed F il polo di AG j dunque EH -|- GF equi- 
vale ad una mezza circonferenza. Ora EH -j- GF è lo stesso 
ohe EF GH - , dunque l’arco GH che misura l’angolo A 
è eguale ad una semicirconferenza meno il lato EF; pari- 

\ 

mente l’angolo B avrà per misura - circ. — I)F , e P an- 

« 



golo C avrà per misura 4 circ. — DE. 

z 

Questa proprietà dev’ essere reciproca fra i due trian- 



(a) Cioè : Essendo dato un triangolo sferico, se dai 
vertici di esso come poli si descrivano archi che formino 
sdirò triangolo sferico, ciascuno angolo eie , ( il resto co* 
Vie sopra ). (In Trad. ) 
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golì, poiehè essi descrivonsi nella medesima maniera l’uno 
per mezzo dell’altro. Cosi troveremo die gli angoli D, E, F 
del triangolo DEF anno per misura respettivamente la mez- 
za circonferenza meno il lato opposto, nell’ altro triangolo, 
cioè :• 

r. . ■ ••• - . ^ , 

t 

T angolo D à per misura — ciré. — BC, - 

, • ' ■ ■ ", Zt 

' 1 ‘ - t,! . ■ ■ | '••■■■ » '■ V 

F angolo E à per misura— tire. — AC , 

• 2 . 

Y angolo F 2r per misura 4 ciré. — AB* 

2 

Difetti l’angolo B, per esempio* à per misura. 1’ arca 
MI ; ora ML+ BG = MC+BI = i circ • V 

dunque Farro Mi, misura dell’angolo D,=r — circ, — BC} 

e rosi degli altri. Dunque poste k medesime cose eie. 

C. B. Fb ' ' 

Scolio. È necessario osservare die oltre il triangolo 
DEF ( fig. 228 ) se- ue potrebbero formare tre altri me- Fi i J *»- 
diante l’ intersezione dei Ire arclu 1)K, EF , DF. Ma la 
proposizione attuale non à luogo che pel triangolo. cen- 
trale, che è distinto dagli diri- tre, in ciòcche 1 i due an- 
goli A e D ( fig. 221' y sono. situati da una medesima*'!*. *« 7 . 
parte di BC, i due B ed E da »na medesima parte di 
AC , ed i- due. € ed F< da una medesima parte di AB. 

Si danno dilTerenti nomi ai due triangoli ABC, DEF,;- 
noi. li chiameremo triangoli polari» 



t 1 
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BKOPOSIZIOKE xv , 

t • ’ " ■ • I» w 

, CEMS1A. 

r^r Essendo dato il Iriatigolo ABC ( fig. 229); «e dal polo A 
coll' intervallo AC si descriva l’arco di cerchio minore 
DEC ; se dal polo B e coll ’ intere allo BC si descriva pa- 
rimente f arco DFC; « dal punto D, ove gli archi DEC y 
DEC si taglino , si conducano gli archi di cerchio mas- 
simo Al), DB; dico che 1 1 triangolo ADB così costrutto 
avrà le sue parli eguali a quelle del triangolo ACB. 

Infatti» per costruzione, il lato AD=AC, DB=BC, AB 
è comune -, dunque questi due triangoli anno i lati re- 

òpettivameute eguali. ..... 

Dico ora che gli angoli opposti a» lati eguali sono 

eguali. ! ' , \ i- 1 

Infatti, se il centro della sfera e supposto »n O, può 
concepirsi un angolo solido formato al punto O dai tre 
angoii piani AOB, AQC, BOC; può concepirsi similmente 
un secondo angolo solido formato dai tre angoli piani AOB, 
A OD, BOD. E poiché i lati del triangolo ABC sono eguali 
a quelli del triangolo ADB, ne segue gli angoli piani che 
tormano uno di questi angoli solidi sono eguali agli angoli 
piani che formano 1’ altro angolo solido respettivamente-, 
ma in tal caso è stalo dimostrato ( Drop. lib. V ) che 
i piani nei quali sono gli angoli eguali sono egualmente 
inclinati fra loro ; dunque gli angoli del triangolo sferi- 
co DAB sono eguali a quelli del triangolo CAB , cioè 
DAB— BAC, DBA=ABC, ADB^ACB} dunque i lati egli 
angoli del triangolo ADB souo eguali ai lati ed agli Bu- 
goli del triangolo ACB. 

Scolio. L’eguaglianza di questi triangoli non e pero 
una eguaglianza assoluta o di soprapposizione , perchè 
sarebbe impossibile di applicarli l uno sopra l altro esat- 
tamente , a meno che non fossero isosceli. L eguaglian- 
za della quale trattasi è quella che già abbiamo chiamata 
eguaglianza per simmetria e per questa ragione chia- 
meremo i triangoli ACB, ADB triangoli simmetria. 
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PROPOSIZIONE XIEr 
fkobema.. 

* *’ • »* i 

Due triangoli situati sopra la medesima sfera o sopra 
sfere eguali sono eguali in tutte le loro parli, quando 
unno un angolo eguale adiacente a due lati eguali re- 
spetticamente. - - ■ 

Sia dei due triangoli dati ABC, EFG (fig. 230) & ì-fì***. 
tuati sopra la medesima sfera o sfere eguali il lato AB= 

EF , il lato AC=EG , e l’angolo BAC=FEG ; dico che 
questi triangoli sono eguali in tutte le toro parti. 

il triangolo EFG potrà essere situato sopra il trian- 
golo ABC o sul suo simmetrico ABD, nella stessa manie- 
ra si soprappongono due triangoli rettilinei che anno un 
angolo eguale compreso fra tati eguali. Dunque tulle le « 
parli del triangolo EFG saranno eguali a quelle del trian- 
golo ABC, vale a dire che oltre le tre parli che si sono 
supposte eguali, si avrà il lato BC=FG, l’angolo ABC= 

EiG , l’angolo A,CB=EGF. Dunque due triangoli situati 
etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XW. * 

' “ C ' 

TEOREMA- 4 

Due triangoli situati sopra la medesima sfera o sopra 
sfere eguali sono eguali in tutte le loro parli, quando "" ' 
anno un lato eguale adiacente a due angoli respelti- 
’ tornente eguali. r 

t . ■ i _ . * 

Siano i due triangoli ABC, EFG ( fìg. 230 ) situatiri*.**». 
sopra la medesima sfera o sfere egua i, il lalo BC=FG, 

1’ angolo ABC = EFG , 1’ angolo ACB = EGF -, dico che 
questi triangoli sono eguali in tutte le loro porti. 

Infatti uno di questi triangoli può essere situato so~ 
pru I’ altro o sul suo simmetrico , come si fa nel caso 
simile dei triangoli rettilinei. (Vedasi la prop. 7, lib, /), 

Quindi due triangoli situali etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TSMBMA. 

Se due triangoli situati sulla medesima sfera e sopra sfera 
eguali sono equilateri fh i toro y saranno anche equian- 
goli ì t gli angoli eguali saranno opposti ai lati eguali. 

rie-»**- Ciò è manifesto per la proposizione XJ ( fuj. 229 ), 
ove si è osservato che con tre lati dati AB, AC, BC nou 
si possono fare che due triangoli ABC, ABD differenti in. 
quanto alla posizione delle parti , ma eguali in quantu 
alla grandezza delte medesime parti. Dunque due trian- 
goli equilateri fra loro sono od assolutamente eguali od 
almeno eguali per simmetria - y nell’ uno e nell* altro caso 
essi sono equiangoli , e gli angoli eguali sono opposti 
ai lati eguali. Dunque se due triangoli etc. C. B. D, 

PROPOSIZIONE XV. 

s • 

44 — ■ :: - TEMEI Slà+ 

ì 

fu ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai 
lati eguali sono eguali ; e reciprocamente , se due an- 
goli di un triangolo sferico sono eguali , il triangolo 
»arà isoscele. 

r«.*si Sia ir triangolo sferico isoscele ABC ( fg.23 1) y c\oè 
H lato AB=AC*, t.° dico che si avrà l’angolo C=B. 

Infatti se dal vertice A al punto I> medio della base, 
si conduca l’arco AD, idue triangoli ABD, ADC, avranno 
i tre lati respetlivamenle eguali, cioè AD comune, BD= 
DC, AB— AC ì dunque pel teorema precedente , questi 
triangoli avranno gli angoli eguali , e si avrà B=C. 

2 * Sia l’angolo B^=C ; dico che si avrà AC=AB. 

Infatti se il lato AB non è eguale ad AC , sia AB il 
maggiore di essi ; prendasi BO-=aC, e congiungasi OC. 
! due iati BO, BC sono eguali ai due lati AC, BC -, l’an- 
golo compreso dai primi OBC è eguale all’ angolo compreso 
dai secondi ACB. Dunque i due triangoli BOC, ACB à uno 
le altre parti eguali ( Prop. 12 ), e si à l’angolo OCB == 
ABC-, ma Pungola ABC = ACB per ipotesi ; dunque si 
avrebbe OCB = ACB j il che è impossibile y dunque non 
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si può supporre AB differente da AC ; dunque i lati AB, 
AC opposti agli angoli eguali C e B sono eguali. Quindi 
in ogni triangolo sferico etc. C. B. D. 

Scolto. La medesima dimostrazione prova che l’an- 
golo BAD = DAC, e V angolo BDA = ADC. Dunque que- 
sti ultimi sono retti -, dunque ? arco condotto dal ver- 
tice di un triangolo sferico isoscele alla metà della sua 
base è perpendicolare a questa base, e divide l'angolo al 
vertice in due parti eguali. 

PROPOSIZIONE XVI. 

*. • i » - • 

( ■ TEOREMA. v . 

In un triangolo sferico se un angolo è maggiore di utt 
altro, il lato opposto all ’ angolo maggiore è maggiore 
del lato opposto all'angolo minore ; reciprocamente se 
un lato è maggiore di un altro , V angolo che si op- 
pone al lato maggiore è maggiore dell’ angolo che si 
oppone al lato minore (a)." * ‘ ‘ 1 



* • i * e •> * 

I. ° Sia nel triangolo sferico ABC (fig. 232 ) l’angolor,-,. 

A maggiore dell’angolo B-, dico che il lato BC opposto 
all’ angolo A sarà maggiore del lato AC opposto all’an- 
golo B. . i \ . .• , A 

Facciasi l’angolo BAD=B , si avrà AD=DB ( Prop. 
13) \ ma AD + DC è maggiore di AC, mettendo BD in 
vece di AD , si avrà DB + DC o BC > AC. 

II. # Se si supponga BC > AC j dico che l’angolo BAC 
sarà maggióre di ABC. 

Intatti se BAC fosse eguale ad ABC, si avrebbe BC=r= 
AC’, e se fosse BAC < ABC , ne seguirebbe secondo cip 
che si è dimostrato che si à BC < AC ; ciò che è contro 
la supposizione. Dunque debb’ essere l’angolo BAC di 
ABC. Quindi in un triangolo sferico etc. C. B. D. 



ni- 



(a) Questo enunciato può ridursi per brevità al se- t 
guente : 

In ogni triangolo sferico al maggior angolo si op- 
pone il maggior lato e viceversa, ( li, Trao. ) 
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PROPOSIZIONE XVlf. 

TEOREMA. 



Se due lati di un triangolo fferico sono eguali a due lati 
di altro triangolo sferico descritto sopra una sfera 
' eguale , e se nello stesso tempo V angolo è maggiore 
* dell' angolo che è compreso dai lati eguali , sarà il 
terzo lato del primo triangolo maggiore del terzo lato 
del secondo triangolo. 



Tic .«ss. v Se i due lati AB, AC ( fig. 233 ) del triangolo sfe* 
’rico ABC sono eguali ai due lati DE , DF del triangolo 
DEF descritto sopra una sfera eguale ; se nello stesso 
tempo P angolo A è maggiore dell’ angolo D ; dico che 
il terzo iato BC del primo triangolo sarà maggiore del 
terrò EF del secondo. 

La dimostrazione è assolutamente simile a quella della 
proposizione X del libro I. . 



PROPOSIZIONE XVIII. ^ ( 

'•*' > V - . , X 

TEOREMA. 

# • * • • *» 

Se due triangoli descritti sulla medesima sfera o sopra 
•'>. sfere eguali sono equiangoli fra loro , essi saranno 
> pure equilateri. , , 

Siano A e B i due triangoli dati, P e Q i loro trian- 
goli polari. Poiché gli angoli sono eguali nei triangoli A 
e B, i lati saranno eguali nei polari P e Q ( Prop. 40 ) 
ma dall’essere i triangoli P e Q equilateri fra loro, ne 
segue che sono ancora equiangoli ( Prop. 44 ). Final- 
mente dall’ essere eguali gli angoli ne’ triangoli P e Q, 
ne segue ( Prop. 40 ) che i lati sono eguali nei loro po- 
lari A e B. Dunque i triangoli equiangoli A e B sono 
nel medesimo tempo equilateri tra loro. 

Si può ancor dimostrare la medesima proposizione sen- 
za il soccorso dei triangoli polari nella maniera seguente. 

Fi*.*s4. Siano ABC , DEF ( fig. 234 ) due triangoli equiangoli 
fra loro, di modo che sia A=D, B— E, C=F ; dico che si 
atrà il lato ÀB=DE, AC=DF, BC=EF. 

Sul prolungamento dei Iati AB , AC prendasi AG =s 
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DE, ed AH==DF ; tirisi GH e prolungliinsi gli ardii BC, 
GH finché s’ incontrino in 1 e K. 

I due lati AG , AH sono por costruzione eguali ai 
due DF, HE; l’angolo compreso GAH=BAC=EDF; dun- 
que ( Prop. 12 ) i I riangoli AGII, l>EF sono eguali in 
tutte le loro parti; dunque f angolo AGH— DEF-=ABC , 
e F angolo AHG=DFE=ACB. 

Nei triangoli JBG, 1\BG il lato BG C comune, l’an- 
golo 1GB = GBK; e poiché IGB + BGK è eguale a due 
retti, come pure GBKrj-IBG, ne segue che BGK=IBG. 
Dunque i triangoli IBG, GBK sono eguali ( Prop, 13 ); 
dunque IG=BK , ed IB=GK. 

Similmente, dall’essere l’angolo AHG=.ACB,si eon- 
chiuderà che i triangoli ICII, I1CK «anno un lato eguale 
adiacente a due angoli eguali; dunque sono eguali ; quindi 
1H=CK , ed HK=IC. 

Adesso, se dagli eguali BK, IG*si tolgano gli eguali 
CK, IH, i residui BC, GH saranno eguali. D’altronde l’an- 
golo BCA=AHG, e l’angolo ABC=AG11. Dunque i trian- 
goli ABC, AHG anno un Iato eguale adiacente a due an- 
goli eguali ; dunque sono eguali : ma il triangolo DEE 
è eguale in tutte le sue parli al triangolo AHG; dunque 
esso è eguale ancora al triangolo ABC, e si avrà AB — 
DE, AC=DF, BG=EF ; dunque, se due triangoli sfcrU 
ci sono equiangoli fra loro , i lati opposti agli angoli 
eguali saranno eguali. C. B. D* 

Scolio. Questa proposizione non à luogo nei triangoli 
rettilinei , ove dall’ eguaglianza degli angoli non si può 
dedurre altro che la proporzionalità dei lati. Ma è laute 
di render conto della differenza che si trova a questo 
riguardo tra i triangoli rettilinei ed i triangoli sierici. 
Nella proposizione presente, come pure nelle proposizioni 
XII , XIII , XIV e XVII , ove si tratta del paragone dei 
triangoli, si dice espressamente die questi triangoli soa 
descritti sulla medesima sfera o sopra sfere eguali. Ora % 
gii archi simili sono proporzionali ai raggi; dunque so-, 
pra sfere eguali due triangoli non possono esser simili 
senza essere eguali. Non fa maraviglia dunque die l’ e- 
guaglianza degli angoli porta seco 1’ eguaglianza dei lati. 

Sarebbe altrimenti se i triangoli fossero descritti so- 
pra sfere diseguali : allora essendó eguali gli angoli, i 
triangoli sarebbero simili , ed i lati omologhi sarebbero 
fra loro coinè i raggi delle sfere. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

• t 

TFOHFMA. 

La somma degli angoli di ogni triangolo sferico 

è minore di sei e maggiore di due angoli retti. 

Infatti 1.® ciascun angolo di .un triangolo sferico è mi- 
nore di due angoli retti ( vedasi lo scolio seguente )•, dun- 
que la somma dei tre angoli è minore di sei angoli retti. 

2.» La misura di ciascun angolo d’ un triangolo sfe- 
rico è eguale alla semicirconferenza, meno il lato corri- 
spondenle del triangolo polare ( Prop. 40) dunque la 
somma dei tre angoli à per misura tre semicirconferenie, 
meno la somma dei lati del triangolo polare. Ora que- 
st’ ultima somma è minore di una circonferenza ( Prop. 4)\ 
dunque , togliendola da tre semicirconferenze , il resto 
sarà maggiore di una semicirconferenza che è la misura 
di due angoli retti *, dunque 2.® la somma dei tre an- 
goli di un triangolo sferico è maggiore di due angoli 
retti. C. B. D. 

Corollario I. La somma- degli angoli di un triangolo 
sferico non è costante come quella dei triangoli rettili- 
nei ; essa varia da due angoli retti fino a sei, senza po- 
ter essere eguale nè all’ uno nè all’ altro limite. Quindi 
è , che due angoli dati non fan conoscere il terzo. 

Corollario II. Un triangolo sferico può avere due 
o Ire angoli retti , due o tre angoli ottusi. 
fì*.»ss. Se il triangolo NBL ( fg. 233) è bi-rettangolo , cioè se 
à due angoli retti B e C, il vertice A sarà il polo della 
base BC ( Prop. 6), ed i iati AB, AC saranno quadranti. 

Se inoltre l’angolo A è retto, il triangolo ABC sarà 
tri-rettangolo , i suoi angoli saranno tutti retti ed i suoi 
lati quadranti. Il triangolo tri-rettangolo è contenuto otto 
, volte nella superficie della sfera, ciò si vede per mezzo 
r; f .stdella figura 236 , supponendo 1’ arco MN eguale ad un 
quadrante. 

Scolio. Abbiamo supposto in tutto ciò che precede, e 
conformemente alla definizione VI, che i triangoli sferici 
anno i loro lati sempre minori della semicirconferenza ; 
allora ne segue che gli angoli sono sempre minori di due 
angoli relti ; perchè se il lato AB è minore della semicir- 
conferenza, come pure ( fig. 224 ) AC, questi archi deb- 
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bono essere prolungati ainhidue per incontrarsi in 0. 

Ora i due angoli ABC , CBL) presi insieme equivalgono 
due angoli retti-, dunque l’angolo ABC solo è minore di 
due angoli retti. 

Si osserverà però che esistono triangoli sferici, cui 
certi lati sono maggiori della semicirconferenza, e certi 
angoli maggiori di due angoli retti. Infatti, se si prolun- 
ghi il lato AC iu una circuii fetenza intera ACE, ciò che 
resta , togliendo dalla semisfera il triangolo ABC, è uu 
nuovo triangolo che si può. ancora indicare con ABC, ed 
i cui lati sono AB , BC , AEDC. Si vede dunque die il 
lato AEDC è maggiore della semicirconferenza AED; ma 
nel medesimo tempo 1’ angolo opposto in B supera due 
angoli retti della quantità CBD. 

Del resto si sono esclusi dalla definizione i triangoli., 
i cui lati ed angoli sono si grandi , perchè la loro ri- 
soluzione o la determinazione delle loro parli si riduce 
sempre a quella dei triangoli compresi nella definizione. 

Infatti si vede facilmente che se si conoscono gli angoli 
ed i Liti del triangolo ABC, si conosceranno immediata- 
mente gli angoli ed i lati del triangolo del medesimo, uu* 
lue che è il resto della semisfera. 

PROPOSIZIONE XX, 

TEOREMA. 

Un [uso sla alla superficie della sfera, come P angolo di 
questo [Uso sta a quattro angoli retti , o come, l’arco 
che misura questo angolo sta alla circonferenza. 

Sia il fuso AMBNA ( fig. 236 ) ; dico.cbe questo fusor<«.*sa. 
sta alla superficie della sfera,, come l’àngolo MAN. di que- 
sto fuso stu a quattro angoli retti , o come 1’ arco MN 
che misura questo angolo sta aHa eirconferenza. 

Suppongasi primieramente che l’arco Mi\ stia alla cir- 
conferenza MNPQ come 5 sta a 48. Si dividerà la circonfe- 
renza MNPQ in 48 parti eguali, delle quali MN ne con- 
terrà 5; congiungendo poi il polo A ed i puuti di divisione 
con altrettanti quarti di circonferenza, si avranno 48 trian- 
goli nella semisfera AMNPQ, i quali saranno tutti eguali 
tra loro, poiché avranno tutte le loro parti eguali. La sfera 
intiera conterrà dunque 96 di. questi triangoli parziali r 
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ed il fuso AMBM ne conterrà 10 ; dunque H fuso sta 
alla sfera come 10 sta a 96 , o come S sta a 48, cioè 
come 1’ arco MN sta alla circonferenza. 

Se P arco MN non è commensurabile alla circonfe- 
renza, si dimostrerà collo stesso ragionamento, cui si sono 
già veduti molti esempi, che il fuso sta sempre alla su- 
perficie della sfera come l’arco MN sta alla circonferenza. 

Corollario I. Due fusi stanno fra loro come 1 loro 
angoli respeltivi. 

Corollario If. Si è già veduto che la superficie intera 
della sfera è eguale ad otto triangoli tri-rettangoli ( Prop. 
49) ; dunque se l’area di uno di questi triangoli è presa 
per 1’ unità, la superficie della sfera sarà rappresentata 
da 8, Ciò posto, la superficie del fuso, il cui angolo è A , 
sarà espressa da % A ( se tutte le volle P angolo A è 
valutato prendendo l’angolo retto per unità )•, poiché si à 

2A ; 8 ;; A : 4. 

Yi sono qui dunque due unità differenti ; P una per 
gli angoli che è I’ angolo retto, l’altra perle superficie, 
•cioè il triangolo sferico tri-rettangolo, ossia quello i cui 
angoli sono lutti retti , ed i lati sono quarte parti della 
circonferenza. 

Scolio. L’ unghia sferica compresa fra i piani AMB, 
ANB sta al solido intiere della sfera come l’angolo A sta 
a quattro angoli retti. Poiché essendo eguali i fusi , lo 
unghie sferiche saranno similmente eguali •, dunque duo 
unghie sferiche stanno fra loro come gli angoli formati 
dai piani che li comprendono, 

PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA. 

Bue triangoli sferici simmetrici sono eguali 
m superficie. 

7 , Siano ABC, DEE ( fig. 231) due triangoli sferici sim- 

metrici , cioè due triangoli che anno i lati eguali, cioè 
AB = DE, AC= DF, CB .= FE, c che frattanto non po- 
trebbero essere soprapposli-, dico che la superficie ABC 
è eguale alla superficie DEF. 

Sia P il polo del piccolo circolo clic passerebbe per 
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i tre punti A, B, C (a); da questo punto siano condotti 
gli archi eguali ( Prop. 6 ) PA, PB, PC ; al punto F fac- 
ciasi P angolo DFQ = AGP, 1’ arco FQ = GP, e cougiun- 
gansi DQ , EQ. 

I lati DF , FQ sono eguali ai lati AC, CP*, l’angolo 
DFQ = AGP *, dunque i due triangoli DFQ * ACP sooo 
eguali in tulle le loro parli ( Prop. Y2 ) 5 dunque il lato 
DQ = AP , e P angolo DQF = APC. 

Nei triangoli proposti ABC , DEF , gli angoli DFE, 

ÀCB, opposti ai lati eguali DE, AB, essendo eguali ( Prop. 

41 ) , se si tolgano gli angoli DFQ , ACP , eguali per t 
costruzione, resterà P angolo QFE eguale a PCB. D’ al- 
tronde i lati QF , FE sono eguali ai lati PC , CB} dun- 
que i due triangoli FQE, CPB sono eguali in tutte le lo- 
ro parti ; dunque il lato QE = PB, e 1’ angolo FQE = 

CPB. - 

Se si osservi adesso che i triangoli DFQ, ACP che 
anno i lati respettivamente eguali sono nel medesimo 
tempo isosceli , si vedrà che posson essere soprapposti 
P uno all’ altro ; infatti , avendo situato PA sopra il suo 
eguale QD , il lato PC cadrà sopra il suo eguale QF , e 
cosi i due triangoli si confonderanno in un solo *, dunque 
sono eguali } dunque la superficie DQF = APC. Per una 
simil ragione la superficie FQE ;= CPB, e la superficie 
DQE =5 APB ; dunque si à DQF + FQE — DQE = A PC 
4- CPB — APB ; ovvero DFE = ABC ; dunque i due 
triangoli simmetrici ABC, DEF sono eguali in superficie. 

Quindi due triangoli sferici eie. C. B. D. 

Scolio. 1 poli P e Q potrebbero essere situati den- 
tro i triangoli AMI , DEF*, allora bisognerebbe aggiun- 
gere i tre triangoli DQF , FQE , DQE aflìn di comporne 
il triangolo DEF, e similmente bisognerebbe aggiungere 
i tre triangoli APG , CPB , APB per comporne il trian- 
golo ABC -, d’ altronde la dimostrazioae e la conclusione 
sarebbero sempre le stesse. 



(a) Il circolo che passa per i tre punti A r B , C, o 
che è circoscritto al triangolo ABC , non può essere che 
uh circolo piccolo della sfera; poiché , se fosse un circolo 
massimo , i tre lati AB, BC , AC sarebbero situati in 
un medesimo piano , ed il triangolo ABC si ridurrebbe 
ad uno dei suoi lati. 
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PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se due circoli massimi si taglino comunque in un emi- 
sfero , la somma di due triangoli opposti sarà eguale 
al fuso che à per angolo l’ angolo corrispondente for- 
mato dalla intersezione degli stessi circoli. 

f 

rif tst. Siano i due circoli massimi AOB, COD ( fig. 238 ) 
che si taglino comunque nell’ emisfero AOCBD ; dico che 
la somma dei triangoli opposti AOC , BOD è eguale al 
fuso, il cui angolo è BOD. 

Infatti, prolungando gli archi OB, OD nell’ altro emi- 
sfero fino all’ incontro in N, OBN sarà una mezza circon- 
ferenza , come pure AOB •, togliendo da ambe le parti 
OB, si avrà BN = AO. Per una simil ragione si à I>N=r 
CO , e BD = AC ; dunque i due triangoli AOC , BDN 
ànno i tre Iati eguali •, d’ altronde la loro posizione è tale 
che sono fra loro simmetrici respetiivamenle ; dunque 
sono eguali in superficie ( Prop. 21) , e la somma dei 
triangoli AOC, BOD è equivalente alla somma dei trian- 
goli BOD , BDN, ovvero al fuso OBNDO, il cui angolo è 
BOD. Dunque se due circoli massimi etc. C. B. D. 

Scolio. È chiaro pure che le due piramidi sferiche 
che ànno per basi i triangoli AOC , BOD prese insieme 
equivalgono all’unghia sferica, il cui angolo è BOD. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

La superficie di un triangolo sferico qualunque à per mi- 
sura l’ eccesso della somma dei suoi tre angoli sopra 
due angoli retti. 

n g .,v Sìa ABC ( fig. 239 ) il triangolo sferico proposto -, 
dico che la sua superficie à per misura I’ eccesso della 
somma dei suoi tre angoli ABC , BCA , CAB sopra due 
angoli retti. 

Prolunghinsi i suoi lati finché incontrino il circolo mas- 
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simo DEFG, condotto a piacimento fuori del triangolo. In 
virtù del teorema precedente, i due triangoli ADE, AGH, 
presi insieme , equivalgono al fuso, il cui angolo è A, e 
che à per misura 2 A ( Prop. 20 ) ; così si avrà 

ADE -f AGH s= 2A ; 

per una simile ragione 

BGF + B1D = 2B , 

CIH 4- CFE = 2C. 

Ma la somma di questi sei triangoli eccede la semi* 
sfera di due volte il triangolo ABC, d’ altronde la semi' 
sfera è rappresentata da 4 ; dunque 

2ABC = 2A 4- 2B 4-2C - 4 i 
e per conseguenza 

ABC = A 4- B 4- C — 2 ; 



dunque ogni triangolo sferico à per misura la somma dei 
suoi angoli, meno due angoli retti. C. B. D. 

Corollario I. Quanti angoli retti vi saranno in tal mi- 
sura, altrettanti triangoli tri-rettangoli od ottave parti di 
sfera , ciascuna delle quali è l’ unità di superficie ( Prop. 
20 ), saranno contenute nel triangolo proposto. Per esem- 



pio , se gli angoli sono eguali ciascuno a ^ di un angolo 

4 



retto , allora i tre angoli varranno 4 angoli retti, ed il 
triangolo proposto sarà rappresentato da 4 — 2, ovvero 
2 ; dunque sarà eguale a due triangoli tri-rettaugoli od 
al quarto della superficie della sfera. 

Corollario II. il triangolo sferico ABC è equivalente 



al fuso, il cui angolo 



. A4-B4-C 

e — * — 



ì 



similmente la 



piramide sferica, la cui base è ABC, equivale all’ unghia 



sferica, il cui angolo è 



A 4" ® 4* G 

2 



1 . 



Scolio. Nello stesso tempo che si paragona il trian- 
golo sferico ABC al triangolo tri-rettangolo, la piramide 
sferica che à per base ABC si paragona colla piramide 
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tri-rellangola , e nc resulta la medesima proporzione. 
L’angolo solido al verfice della piramide si paragona si- 
milmente con I’ angolo solido al vertice della piramide 
tri-rettangola; infatti il paragone si stabilisce per la coin- 
cidenza delle parli. Ora, se le basi delle piramidi coin- 
cideranno , è evidente che anche le piramidi coincide- 
ranno , come pure gli angoli solidi al loro vertice. Da 
ciò più conseguenze ne resultano. 

1. ° Due piramidi triangolari sferiche stanno fra loro 
come le loro basi; e poiché una piramide poligona può 
dividersi in più piramidi triangolari, ne segue che due 
piramidi sferiche qualunque stanno fra loro come i po- 
ligoni che servono loro di basi. 

2. ° Gli angoli solidi al vertice delle stesse piramidi 
sono egualmente nella proporzione delle basi ; dunque 
per paragonare due angoli solidi qualunque, bisogna si» 
tuare i loro vertici al centro di due sfere eguali, e que- 
sti angoli solidi staranno fra loro come i poligoni sfe- 
rici intercettati fra i loro piani o facce. , 

* L’angolo al vertice della piramide tri-rettangola è for- 
mata da tre piani perpendicolari fra loro ; quest’angolo 
che si può chiamare angolo solido retto è adattissimo per 
servire di unità di misura agli altri angoli solidi. Ciò po- 
sto , il medesimo numero che dà 1 ’ area di un poligono 
Sferico, darà la misura dell’ angolo solido corrispondente. * 

* 3 

*Per esempio se l’area di un poligono sferico è — ,vale 
5 

a dire se è -r del triangolo tri-rettangolo, l r angolo so- 

4 / * 

3 

lido corrispondente sarà pure i -7 dell’angolo solido retto. 

4 

• . 1 
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PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBEMA. 

La superficie di un poligono sferico à per misura la som- 
ma dei suoi angoli, meno il prodotto di due angoli retti 
per il numero dei lati del poligono meno due. 

Sia il poligono sferico proposto ABCDE ( fig. 240); r 'i *‘* a - 
dico che la sua superficie à per misura la somma dei 
suoi angoli ABC, BCD, CDE, DEA , meno il prodotto di 
due angoli retti per il numero dei lati di esso poligono 
meno due. 

Dal medesimo vertice A siano condotte a tutti gli 
altri vertici le diagonali AC , AD ; il poligono ABCDE 
sarà diviso in tanti triangoli quanti i lati meno due. Ma 
la superficie di ciascun triangolo à per misura la somma 
dei suoi angoli meno due angoli retti, ed egli è chiaro 
che la somma di lutti gli angoli dei triangoli è eguale 
alla somma degli angoli del poligono \ dunque la super- 
ficie del poligono è eguale alla somma dei suoi angoli , 
meno tante volte due angoli retti quanti lati à meno due. 
Quindi la superficie di un etc. C. B. D 

Scolio. Sia s la somma degli angoli di un poligono 
sferico, n il numero dei suoi lati ; l’ angolo retto essendo 
supposto l’unità, la superficie del poligono avrà per misura 
s — 2 ( n — 2) ovvero s — 2» + 4. 

PROPOSIZIONE XXV. 

. TEOREMA, 

Dato il numero degli angoli soluti di un poliedro , come pure il 
numero delle sue facce cd il numero delle sue costole ,• sarà sem- 
pre la somma del numero digli angoli solidi e del numero delle 
facce eguale al numero delle sue coìtole p ii due. 

Sia S il num»ro degli angoli solidi di un poliedro, H il nu- 
mero delle sue facce, A il numero delle sue costole ; di o che si 
ayià sempre 

S4-H = A 4- a. 

Prendasi dentro il poliedro un punto, donde condorransi li- 
nee rette ai vertici di tutti i suoi angoli ; immaginisi dipoi che 
dal medesimo punto, come centro , si descriva una supeifkie sfa- 
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rica che sia incontrata da tutte queste linee in altrettanti punti; 
congiuntami questi punti con archi di circoli massimi , in mo- 
do che si formino sulla superfìcie della sfera |>oligoni corrispon- 
denti ed eguali in numero alle facce del poliedro. Sia ABCDE 

Hg 5-i°-( fiy '-*4° ) uno di questi poligoni , e sia n il numero dei suoi lati ; 
la sua superficie sarà s — an -f- 4 , essendo s la somma degli angoli 
A. B, C, I) , li. Se si valuti similmente la supeifìcie di ciascuno 
degli altri poligoni sferici e si sommino tutte insieme, se ne con - 
chiuderà che ta loro somma o la superficie della sfera tappresen- 
tata da 8 è eguale alla somma di tulli gli angoli dei poligoni, me- 
no due volte il numero dei loro lati più 4 preso tante volte quante 
sono le facce. Ora siccome tutti gli aagoli che si formano intorno 
ad un medesimo punto A equivalgono a quattro angoli retti, la 
somma di tutti gli angoli dei poligoni è eguale a 4 preso tanta 
volte quanti angoli solidi vi sono ; dessa è dunque eguale a 4^« 
Dippiù il doppio del numero dei Isti AB, BC, CU, eie. e eguale al 
quadruplo dei numero delle costole, ossia =4 A, giacché la medesi- 
ma costola serve di lato a due facce / dunque si avrà 

8 = 4S — 4A + 4H ; 

riti 

ovvero, picndendo il quarto di ciascun membro, 



a 5= S — A + H ; 

dunque 

S + H = A + a. 

Quindi dolo il numero degli etc. C. B. D. 

Coi oliano. Segue da ciò che la somma degli angoli piani che 
fot mano gli angoli solidi di un poliedro e eguale a lance volle guallto 
angoli rem quante unità vi sono in S — a, ,!> essendo il numero degli 
angoli solidi del poliedro. 

Infatti se si consideri una faccia, il coi Dumero di lati sia n , 
la somma degli angoli di questa faccia sarà ari — 4 angoli retti. 
( Prop. ao , lib. I }. Ma la somma di lutti i an od il doppio del nu- 
mero dei lati di tutte le facce =4 A , e 4 preso tante volte quante 
sono le facce 4 H ; dunque la somma degli angoli di tutte le facce 
= — *fA — 4H. Ora pel teorema che abbiamo già dimostrato si à 

A-H = S — a , 



e per conseguenza 

4A-4H — 4(S-a), 

Dunque la somma degli angoli piani eie. 
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1ROP03IZIONE XXVI. 

TEOREMA.. 

\ ' . ' 

Di lutti i triangoli sferici formali con due lati dati ed un terzo a 
piacimento il massimo è quello nel quale C angolo compreso fta 
i lati dati è eguale alla somma degli altri due , 

Di tutti i triangoli sferici formati eoo due lati CB, CA ( fig.Fig-'i*,. 
*73 e 373 ) ed un terio a piacimento ; dico che il massimo è quello * Ji * 
nel quale 1 angolo C, compreso fra i due lati dati, è eguale alla som- 
ma degli altii due angoli A e B. 

Prolunghimi i due lati AC, AB fino ai. loro incontro in D; si 
avrà un triangolo sferico BCD, nel quale l’angolo DBC saia pari- 
mente eguale alla somma dggli altri due angoli BDC , BCD j perchè 
BCD ■+• BCA essendo eguale a due angoli retti , come pure CBA 4- 
CB.D, si à BCD + BCA~ CBA -f- CBD;, aggiungendo ad ambe la 
parti BDC = BAC, si avrà BCD + BCA 4- BDC CBA 4 - CBD4t 
BAC. Ora, per ipotesi, BCA — CBA 4 BAC ; dunque CBD 
BCD 4- BDC. 

Conducasi BI rhe faccia 1’ angolo CBI — BCD, e per conser 
g nenia ÌBD"BDC; i due triangoli IBC» 1BD saranno isosceli e 
si. avià IC rr: 1B = ID ; dunque il punto 1 , medio di DC, è ad 
eguale distanza dai t« e puuti B, C , D ; per una situile ragione , il 

5 'unto O , medio di. AB , sarà egualmente distante dai tre. puuti 
B, C. 

Sia ora CA'^rCA { fig. 373 ), e l’angolo BCA*^>BCA.; se siFig.j;». 
tiii A'B , e che si prolunghino gli archi A'CjA'B fumai loro in- 
contro in D f , l’arco D , CA / sarà una mezaa circonferenaa , come 
pure DCA ; dunque poiché si à CA'r^CA , si. avrà ancora CD , iò= 

CD. Ma nel triangolo ClD' si à Cl•4-ID'>CD , ; dunque lD'-> 

CD— Cl. , ovvero PD , ^>I D. 

Nel triangolo isoscele CIB dividasi l' angolo del vertice 1 in 
due parti eguali con 1’ arco E1F > he, sarà. perpendicolare sulla metà 
di BC. Se si prenda un punto L In I ed lì, la disturna BL , 
eguale ad LC , sarà minore di BI , perchè 4 può dimostrare , come 
nella proposi*, IX del lib. I , che si à BL-f^LC^BI-^iC; dun- 
que , prendendo le metà da ambe le parti , si avrà BL<^Bl.Ma 
nei triangolo D'LC si à D'L^D'C — CL , e con più t»gione D'L> 
DC~CI , ossia D'L^Dl ,o D^L^Bl j dunque D^L^BL. Dunque 
se si. cerchi sopra l’arco ElF un punto egualmente distante dai tre 
punti B, C , D^ questo punto non potrebbe trovarsi- che sul pro- 
lungamento di ÉLversoF. Sia V il punto cercalo , i n modo che 
si abbia DI'— Bl'—Cl'ii triangoli l'CB, l'CD', l'BD* essendo iso- 
sceli, si avraauo gli angoli eguali l'BC^d'CB, I'BD'^il'D^I, HCD* 
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=rl'D'C. Ma gli angoli D'BC-^-CBA* equivalgono a due angoli 
retti , come ancora D'CS-^-BCAt ; dunque 

D'BI/+ItBC+CBA'=a , 

BCI»— f/CD'-|-BCA'=a. 

Addizionando le due somme, ed osservando si à PBC^BClf 
e D'BI'— l'CDti=BD'if— |/D*C==£D'B==CA'B , si avrà 

al'BC+CA/B^-CBA»-f-BCA<=:4« 

Dunque CA , B-^-CBA , -4"BCA , — a( misura delle aree del triangolo A* 
BC):=a— a DBG ; di modo che si à area A'BC^a — i angolo PBC ; 
similmente nel triangolo ABC si aviebbe area ABC ~ a — a angolo 
IBC. Ora ai è dimostrato che 1‘ angolo PBC è maggiore di ICC ; dun- 
que I' area A*BC è minore di ABC, 

Li medesima dimostrazione e la medesima conclusione avreb- 
ri*.»jS,bero luogo se, prendendo sempre P arco CA*“CA ( fig. aj3) , si 
facesse P angolo BCA'^BCA ; dunque ABC è il triangolo massimo 
tra tulli quelli che ànno due lati dati ed il leno a piacimento. 
Quindi di tulli i triangoli etc C. B. D, 

Scolio I. Il triangolo ABC (fig-s^t ) , il massimo tra tutti quelli 
che ànno due lati dati CA , CB , può essere iscritto in un mezzo 
cerchio , cui la corda del terzo lato AB sarà il diametro ; perchè O 
essendo il mezzo di AB , si è veduto che le distanze OC , OB 
sono eguali ; dunque la circonferenza del cerchio piccolo descritto 
dal punto O , come polo , e con I* intervallo OB , passerà per i tre 
punti A , B, C, ' Di più la linea retta BA è un diametro di questo 
cerch'O piccolo ; poiché il centro che dee trovarsi ad un tempo 
nel piano di questo cerchio piccolo e nel piano dell’ arco di cer- 
chio massimo ( Prop, i , Covai. \ ) BOA , si troverà necessaria- 
mente nella intersezioue di questi due piani , eh' è la retta BA ; e 
quindi BA sarà nu diametro. 

li. Nel triangolo ABC P angolo C essendo eguale alla somma 
degli altri due A e B , ne segue che la somma dei tre angoli è 
doppia dell’angolo C. Ma questa somma è sempre maggiore di daa 
angoli retti ( Prop. i<) ) ; dunque I’ angolo C è mag'iore di un retto. 

III. Se si prolunghino i lati CB , CA, finché s’incoutrino in 
Vi, il t> t ingoio BAE tira egli ile al quarto della superficie della 
sfera. Poiché l'angolo Er=C=:ABC-^>CAB ; dunque i tre angoli del 
triangolo BAE eqoivilgono ai quattro ABC , ABE , CAB , BAE , la 
cui somma è e male a qu litro angoli retti ; dunque la superficie 
del triangolo BAE s 4 — a S a (/Vop.'a^) che à il quarto della su» 
perfide della sfera. 

IV. Non vi strehbe luogo al massimo se la sommi dei due 
lati dati CA , CB fosse eguale o maggiore di una mezza circonfe- 
renza di un cerchio radissimo. Poiché , siccome il triangolo ABC 
dev’essere iscritto in un semicerchio della sfera , la somma dei due 
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Iati CA , CB sali minore della aemieirconferema BCA ( Prop. 3 ) , 
e per conseguenza minore della semicirconferenza di un cerchio mas- 
simo. 

La ragione per la quale non vi è massimo quando la somma dei 
due lai i dati è maggiore della semiciiconferenaa di un cerchio massimo 
si è, peri he allora il triangolo aumenta di più in più a misura che 
I' angolo compreso fra i lati dati è più grande ; finalmente , quando 
questo angolo sari» eguale a due retti , i tre lati saranno in uno 
stesso piano e formerà imo una circonferenxa intera: il triangolo 
sferico diventerà dunque eguale alla semisfera , ma cesserà allora 
di essere triangolo. 

_ » 

PROPOSIZIONE xxvir. 

TBOIUU. 

Ih lutti i triangoli sferici formali con tris iato dolo ed un perimetro 
dato, il massimo è quello tu cui t due lati non determinati sono eguali. 

Sia AB {fig.’xtfx ) il lato dato comune ai due triangoli ACB 
ADB , e sia AC -J- CB = AD -}- DB; dico che il triangolo isoscele 
ACB | nel quale AC — CB , è maggi»' e del non-isoscele ADB 

Infatti , avendo questi triangolila parte comune AOB,b-sta 
far vedere che il triangolo BOD è minore di AOC. L’ angolo 
CBA eguale a CAB è maggiore di OAB ; onde il lato AO è mag- 
giore di OB( Prop. 16 ) ; prendaci Ol — OB ; facciasi OK = OD , e 
tirisi Kl ; il triangolo OKI sarà eguale a UOB ( Prop. ai ). Se si 
nega adesso che il triangolo DOB od il suo eguale EOI sia mi- 
nore di OAC , bisognerà che sia eguale o maggiore ; in ambidue 
i casi , siccome il ponto 1 è fra i ponti A ed O, bisognerà che il 
punto K sia sopra OC prolungato , sema di che il triangolo OK.I 
sarebbe contenuto nel triangolo CAO , e perciò sirebbe minore. Ciò 
posto , essendo CA il più corto cammino da C ad A , si à ( K. -|- 
KI-f-IA>CA. Ma CK=OD— CO, AI=AO— OB . KI=BD ; dun- 
que OD — CO-J-AO — OB-J-BD^CA, e riducendo AD — CB-J-BD^ 
CA od AD-|-BD^>AC-|-CB. Ora questa disegoagliaoar è contraria 
alla supposiaion» di AD-f>BD=AC-f-CB ; dunque il punto Knoa 
può cadere sul prolungamento di OC ; dunque cade fra OcC , e 
per conseguenti >1 triangolo KOI od il suo eguale ODB è minore 
di ACO; dunque il triangolo isoscele ACB è maggiore del non-iso- 
*cele ADB della medesima base e dello stesso perimetro. Dunque 
di tulli i triangoli sferici etc. C. B. D. 

Scolio, Queste due ultime pioposiaioni sono analoghe alle pro- 
posizioni ( e ni dell’ appendice al libro IV ; laonde si possono de- 
durre per rapporto ai poligoni sferici le consegueuae che anno luogo 
per i p 'tigoni lettilinei. 

Eccone le principali : 
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».* Di lutti « poligoni sferici isoperimetri t di un medesimo 
numero di lati il massimo ì un poligono equilatero. 

La medesima dimostrazione che per la proposizione II del- 
P appendice al libro IV. 

a.* Di lutti i poligoni sferici formati con lati dati ed un ultimo 
0 piacimento, il massimo é quello che si può iscrivere in un semicer- 
chio, cui la corda del lato non determinato sarà il diametro. 

La dimostrazione si dedace dilla proposizione XXVI , come 
si è veduto nella proposiaione IV dell’ appendice citata ; bisogna, 
perche abbia laogo il massimo , che la somma dei lati dati sia 
minore della meua-circonferenia di un cerchio massimo., 

3.* Il massimo dei poligoni sferici formali con lati doli è quello 
che si può iscrivere in un cerchio della sfera . 

La medesima dimostrazione che per la proposiaione VI del* 
l’appendice al libro IV. 

4-* Il massimo dei poligoni sferici che ànno lo stesso perimetro 
ed il medesimo numero di lati è quello che à i suoi angoli eguali ed i 
ifioi lati eguali. 

Questo è ciò cbe resulta dal corollaii i.° e 3.° cbe precedono. 

JVola. Tutte le proposiaioni di massimo rgaardanti i poligo- 
ni sierici si applicano agli angoli solidi, cui tali poligoni sono la 
misura. 
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APPENDICE 

AI LIBRI VI E VII 

I POLIEDRI REGOLARI 



PROPOSIZIONE PRIMA 

TEOBEMA, 

• » • . ; ♦. * » * 

Non possono esservi che cinque poliedri regolari . 

... I !l •* 

Infatti si sono definiti per poliedri regolari quelli 
dei quali tutte le facce sono poligoni regolari eguali, e 
che tutti gli angoli solidi sono eguali fra lóro. Questa 
condizioni non ponno aver luogo se non che in un pio 
colo numero di casi. 

1. ° Se le facce sono triangoli equilateri, si può for- 
mare ciascun angolo solido del poliedro con tre angoli 
di questi triangoli o con quattro o con cinque ; quindi 
nascono tre corpi regolari che sono il tetraedro ^ P ot- 
taedro, l’ icosaedro. Non se ne può formare un maggior 
numero con triangoli equilateri, poiché sei angoli di que- 
sti triangoli equivalgono a quattro angoli retti, e non pos- 
sono formare un angolo solido ( Prop. 22, lib. V ). 

2. ° Se le facce sono quadrati, si possono riunire i 
loro angoli a tre a tre ; e da ciò resulta l’ esaedro o cubo. 

Quattro angoli di quadrato equivalgono a quattro an- 
goli retti, e non possono formare un angolo solido. 

3. ° Finalmente se le facce sono pentagoni regolari, si 
potranno pure riunire i loro angoli a tre a tre, e ne re- 
sulterà il dodecaedro regolare. 

Non si può andare oltre , poiché tre angoli dì esa- 
goni regolari equivalgono a quattr® angoli retti , e tre 
angoli di ottagoni valgono ancora di piu. 

Dunque non si possono avere che cinque poliedri rego - 
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lari , ire formali con triangoli equilateri , uno con qua- 
drali ed uno con pentagoni. C. B. D. 

Scolio. Si proverà nella proposizione seguente che 
questi cinque poliedri esistono realmente , e che se ne 
possono determinare tutte le dimensioni quando si cono- 
sca una delle loro facce. 

PROPOSIZIONE II. i 

PROBLEMA. 

Essendo data ma delle facce di un poliedro regolare 
o soltanto il suo lato , costruire il poliedro. 

Questo problema ne presenta cinque che si risolve- 
ranno successivamente. 

1 . , I ' • 

PRIMO. 



Costruzione del tetraedro. 

i. sia ABC ( fig. 243) il triangolo equilatero che deb- 
b’ essere una delle facce del tetraedro ; fa d’ uopo co- 
struire il tetraedro. . . . . . ... 

Dal punto 0, centro di questo triangolo , innalzisi 

OS perpendicolare al piano ABC; terminisi questa per- 
pendicolare al punto S , talmente che AS— AB ; t»nusi 
SB» SC, e la piramide SABC sarà il tetraedro richiesto. 

Infatti, a cagione delle distanze eguali OA, OB, OC, 
le obblique SA, SB, SC si allontanano egualmente dalla 
perpendicolare SO, e perciò sono eguali. Una di esse 
SA— AB; dunque le quattro facce della piramide SABC 
sono triangoli eguali al triangolo dato ABC. D’altronde 
eli angoli solidi di questa piramide sono eguali fra lo- 
?o , poiché ciascuno di essi è formato con tre angoli 
piani eguali ; dunque questa piramide è un tetraedro re- 

^ Dunque dato il triangolo equilatero , cioè una delle 
facce del tetraedro , si è costrutto il tetraedr o. C. B. F. 
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Costruzione dell' esaedro. 

Sia ABCD ( fig. 244 ) un quadralo ; fa d’ uopo co-ri* 
bruire V esaedro. 

Sopra la base ABCD costruiscasi un prisma retto, la 
cui altezza AE sia eguale al lato AB. $ chiaro che le 
facce di questo prisma sono quadrati eguali, e che i suoi 
angoli solidi sono eguali fra loro, giacché vengono for- 
mati rcspetlivamente con tre angoli retly, dunque que- 
sto prisma è un esaedro regolare od un’ cubo. Dunque 
flato un quadrato si è costruito l'esaedro o cubo. C.B F, 

i • « 

TEBIO, 

Costruzione dell' ottaedro. 

Sia AMB (fig. 245) un triangolo equilatero dato ; fajn* *W 
d’ uopo costruire 1’ ottaedro. 

Sul lato AB descrivasi il quadrato ABCD*, dal punto 
0 , centro di questo quadrato , alzisi sul suo piano la 
perpendicolare TS, terminata dalle due parti in T ed in 
S , talmente che OT=OS=AO ; tirinsi dipoi SA , SB , 

TA , etc. ; si avrà un solido SABCDT composto di due 
piramidi quadrangolari SABCD , TABCD addossate colla 
loro base comune ABCD ; questo solido sarà l’ ottaedro 
regolare cercato. 

Infatti il triangolo AOS è rettangolo in Q, come an* 

Cora il triangolo AOD ; i lati AO, OS, OD spno eguali; 
dunque questi triangoli sono eguali ; dunque AS=:AD. 

Si dimostrerà parimente che tutti gli altri triangoli ret- 
tangoli AOT , DOS, COT , etc. sono eguali al triangolo 
AOD ; dunque tutti i lati AB, AS, AT, etc. sono eguali 
fra loro, e per conseguenza il solido SABCDT è compreso 
da otto triangoli eguali al triangolo equilatero dato ABM. 

Dico di più, che gli angoli solidi del poliedro spno eguali 
fra loro ; per esempio, 1’ angolo S è eguale all’angolo B. 

Infatti è manifesto che il triangolo SAC è eguale a| 
triangolo DAC, e che perciò l’angolo ASC è retto ; dun? 
que la figura SATC è un quadrato eguale al quadrato ABCD r 
Ma , se si paragoni la piramide BASCT colla piramide 
SABCD, la base ASCT della prima può situarsi sulla base 

Ckqjmdrk Qeom. Solida 



Digitized by Google 



98 

ABCD della seconda; allora, essendo il punlo 0 un cen 
Irò comune, l’altezza OB della prima coinciderà con Tal- 
Uzza OS della seconda, e le due piramidi si confonderan- 
no in una sola ; dunque T angolo solido S è eguale al- 
'< T angolo solido B ; dunque H solido SABCDT è un ot- 
taedro regolare. Quindi dato il triangolo equilatero si è 
costruito f ottaedro. C. B. F. 

Scolio. Se tre rette eguali AC, BD, ST sieno perpen-? 
dicolari fra loro c si taglino nel loro mezzo , le estre- 
mità di queste rette saranno i vertici di un ottaedro re-‘ 
gelare. ■ • * * 

’u c a b t o. • ; l 

..... ... a 

Costruzione del dodecaedro. 

F; g .« 46 . Sia ABCDE ( fiy. 2i6 ) un pentagono regolare dato; 
fa d’ uopo costruire il dodecaedro. 

Siano ABP, CBP due angoli piani eguali all’angolo ABC; 
*' ' con questi angoli piani formisi l’angolo solido Be determinisi 
per la proposizione XXIV del libro V la inclinazione scambie-' 
vele di due di questi piani, inclinazione che chiamisi K. For- 
mi usi similmente ai punti C, D, E, A angoli solidi eguali 
all’ angolo solido B e situati nella stessa maniera : il pia- 
no CBP sarà lo stesso che il piano BCG, poiché sono in- 
clinati Tuno e l’altro della medesima quantità K sul pia- 
no ABCD. Si può dunque nel piano PBCG descrivere if 
pentagono BCGFP eguale al pentagono ABCDE. Se si fa lo 
stesso in ciascuno degli altri piani CD1, DEL etc., si avrà 
una superficie convessa PFGK etc. composta di sei penta- 
goni regolari eguali ed inclinati ciascuno sul suo adiacente 
della medesima quantità K. Sia pfgh etc. una seconda su- 
perficie eguale a PFGH eie. ; dico che queste due super- 
ficie possono essere riunite in» tal modo da formare una 
sola superficie convessa continua. Infatti l’angolo opf, pei: 
esempio, può unirsi ai due angoli OPB, BPF per fare un 
angolo solido P eguale all’angolo B; ed in questa riunio- 
ne non si cambierà nulla T inclinazione dei piani BPF t 
BPO , giacché questa inclinazione è quell’ appunto che 
bisogna per la formazione deli’ angolo solido, Ma , nel 
tempo stesso che si forma l’angolo solido-P, il lato pf si 
applicherà sul suo eguale PF , e nel punto F si troveranno 
rumiti tre angoli piani PFG, pfe y efg che formeranno un 
àngolo sòlido eguale a ciascuno degli angoli già formati: 
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qucsJa riunione Tarassi senza cambiar nulla lo stato del- 
l’asolo P, nè quello della superficie cfgh , ctc. , poieliè i 
piani PFG, efp, digià riuniti in P, ànuo Ira loro la indi- 
nazione convenevole K, come pure i piani efg, efp. Conti- 
nuando così di mano in mano si vede chiaro che le due 
superficie si aggiusteranno scambievolmente l’uria coll’al- 
tra, per non formare che una sola superficie continua e 
rientrante in sè stessa : questa superficie sarà quella di un 
dodecaedro regolare, poiché è composta di dodici penta- 
goni regolari eguali, e tutti i suoi angoli solidi sono eguali 
fra loro. Dunque dato un pentagono regolare si è costruito 
il dodecaedro. C.B.F. 

• QUINTO. 

t ■ Costruzione dell' icosaedro. 

èia dato il triangolo ABC ( fig . 247 )\ fa d'uopo co f;* 
struire I’ icosaedro. 

Bisogna prima formare un angolo solido con cinque 
piani eguali al piano ABC ed egualmente inclinali cia- 
scuno sul suo adiacente. Perciò sul lato B'C' eguale a 
BC , fatto il pentagono regolare B'C'H'FD' , dal centro 
di questo pentagono alzisi sul suo piano una perpendi- 
colare che terminerà in A' di modo che B'A'.=B'C'; li- 
friusi A'C', A'H', A'1', A'D' ; e I’ angolo solido A' formalo 
dai cinque piani B'A'C', C'a'U', etc. sarà l’angolo solido 
domandato. Poiché leobbiique A'B', A'C' etc. sono eguali, 
una di esse A'B' è eguale al lato B'C' : dunque tulli i 
triangoli B'A'C' , (7 A'H', eie. sono eguali fra loro ed al 
triangolo dato ABC. 

d’altronde evidente che i piani B'A'C', C'A'H', eie. 
.sono egualmente inclinati ciascuno sul suo adiacente $ poi- 
.chè gli angoli solidi B', C', etc. sono eguali fra loro , a 
motivo die i medesimi son formali con due angoli di trian- 
golo equilatero ed uno di pentagono regolare. Chiamisi 
.K l’ inclinazione dei due piani ove sono gli angoli egua- 
li ; inclinazione che si può determinare mediante la pro- 
posizione XXIV del lib. V , I’ angolo K sarà nel tempo 
stesso 1 inclinazione di ciascuno dei pkiui che compun- 
gono 1’ angolo solido A' sul suo adiacente. 

J' os lo ciò , se si fanno ai punti A , B , C , angoli 
solidi eguali ognuno all’angolo A', si avrà una superficie 
couvessa 1)E1«G ctc. composta di dicci triangoli equilateri, 
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bùi ciascuno sarà inclinato sul suo adiacènte detta fftìau* 
tità K, e gli angoli D, E, F; etc. del suo contorno riu- 
niranno alternativamente tre e due angoli di triangoli 
equilateri. Immaginisi una seconda superficie eguale alla 
superficie DEFG etc. ; queste due superficie potranno adat- 
tarsi scambievolmente, unendo ciascuno angolo triplo del- 
l’una con un angolo duplo dell’ altra; e, siccome i pian! 
di questi angoli ànno già fra loro l’ inclinazione K ne-* 
cessarla per formare un angolo solido quintuplo eguale 
all’ angolo A , non si cambierà nulla in questa riunione 
allo stato di ciascuna superficie in particolare, e le due 
insieme formeranno una sola superficie continua compo- 
sta di venti triangoli equilateri Questa superficie sarà 
quella dell’ icosaedro regolare , poiché d’ altronde tutti 
gli angoli solidi sono eguali fra loro. Dunque dato uti 
triangolo ABC si é costruito F icosaedro. C. B. F. 

PROPOSIZIONE III. 



Problema. 



trovare la inclinatone di due fatte adiacenti 
di un poliedro regolare. 

Questa inclinazione deducesi immediatamente datisi 
Costruzione già data dei cinque poliedri regolari ; al che 
bisogna aggiungete la proposizione XXIV del lib. V, in 
virtù della quale essendo dati i tre angoli piani che for- 
mano un angolo solido, si determina l’angolo che due di 
questi piani fanno fra loro. 

Nel tetraedro ( flg.243). Ciascun angolo solido è for* 
mato da tre. angoli di triangoli equilateri -, bisogna dun- 
que cercate mediante il problema citato l’angolo che due 
di questi p ani fanno tra loro ; quest’angolo sarà l’ indi- 
nazione di due facce adiacenti del tetraedro. 

^'*•*44 Nelt esaedro ( fig. 244). L’angolo di due facce adia- ^ 
cénli è un angolo retto. . .. 

4 *. Ned' ottaedro ( fig. 243). Formasi un angolo solido 
Con due angoli di triangoli equilateri ed un angolo ret- 
to -, l’ inclinazione dèi due piani, ove sono gli angoli dei 
triangoli, sarà quella di due facce adiacenti dell’ottaedro. 
k%.» 46 . Nel dodecaedro ( fig.246). Ogni angolo solido è for- 
nite cou tre angoli di pentagoni regolari; quindi l’incli- 



Digitized by Google 



101 

ttàtìdoe del plani di due di tali angoli sarà quella di due 
facce adiacenti del dodecaedro. 

Nel? icosaedro ( fig. 247). Formasi un angolo solido** *4?. 
con due angoli di triangoli equilateri ed un angolo di 
pentagono regolare ; l' inclinazione dei due piani , ove 
sono gli angoli dei triangoli , sarà quella di due facce 
adiacenti dell* icosaedro. 

Quindi si è trovata l’inclinazione di due facce adia * 
tenti di un poliedro teqoiare. C. B. F. 

PROPOSIZIONE IV. 

* /. 

#ROBLBXA. 

j Èssendo dato il lato di un poliedro regolare , trovare il 
raggio della sfera iscritta e quello delta sfera circoscrit* 
ta ad un tal poliedro. 

Bisognà prima dimostrare, éhe ogni poliedro rego- 
lare può essere iscritto e circoscritto ad ùna sfera. 

Sia AB ( fig. 248) il lato comune a due facce adia-Fi,.,**, 
centi ; siano G ed E i centri di queste due facce, e CO, 

ED le perpendicolari abbassate da questi centri sul lato 
comune AB, le quali cadranno nel punto D, medio di que- 
sto lato. Le due perpendicolatt CO, DE fanno tra loro un 
àngolo cognito che è eguale alla inclinazione di due facce 
adiacenti, determinata dal precedente problema. Ora, se 
nel piano CDE, perpendicolare ad AB, si conducano sopra 
CD e ED le perpendicolari indefinite GO ed EO che s* in- 
contrino in 0, dico che il punto O sarà il centro della 
sfera iscritta e quello altresì della sfera circoscritta, essen- 
do OC il raggio della prima, ed GA quello della seconda. 

Infatti, poiché le «poterne GD, DE sono eguali, e Tipo* 
iennsa DO comune, il triangolo rettangolo ODO è eguale 
al triangolo rettangolo ODE ( Prop. 48, lib. Ì ) , e la per- 
pendicolare OC è eguale alla perpendicolare OE. Ma essen- 
do AB perpendicolare al piano CDE, il piano ABC è per- 
pendicolare a CDE ( Prop. 47, lib. P), o CDE ad ABCì 
d’altronde CO nel piano CDE è perpendicolare a CD , in- 
tersezione comune dei piani CDE, ABC •, dunque CO {Prop. 

48, lib. P) è perpendicolare al piano ABC. Per la mede- 
sima ragione EO è perpendicolare al piano ABE-, dunque 
te due perpendicolari CO, EO , condotte ai piani delle due 
Facce adiacenti da’ centri di queste facce, s’ incontrano in 
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un medesimo ponto 0 e sono eguali. Suppongasi adesso? 
che ABC ed ABE rappresentino due altre facce adiacente, 
qualunque ; l’ apotema CD resterà sempre della. medesima 
grandezza, come pure l’angolo CDO metà di CDE; dun r 
que il triangolo rettangolo CDO ed il suo lato CO saran^ r 
no eguali per rapporto a tutte le facce del poliedro-, dun- 
que se dal punto O come centro, e col raggio OC si de- 
scriva una sfera, questa toccherà tutte le facce del polie- 
dro nei loro centri (poiché i piani ABC, ABE saranno per- 
pendicolari all’ estremità di un raggio), e là sfera sarà 
iscritta nel poliedro, od il poliedro circoscritto alla sfera. 

Congiungansi OA, OB ; a cagione di CA = CB le due 
obblique OA, OB, allontanandosi egualmente dalla perpen- 
dicolare, saranno eguali-, sarà lo stesso di due altre linee 
rette qualunque condotte dal centro O alle estremità di un 
medesimo lato; dunque tutte queste linee sono eguali fra 
loro-, dunque, se dal punto 0, come centro, e col rag- 
gio OA si descriva una superficie sferica, essa passerà per 
i. vertici degli angoli solidi del poliedro , e la sfera sarà 
circoscritta al poliedro od il poliedro iscritto nella sfera. 

. Posto ciò, la soluzione del problema proposto non 

à più difficoltà veruna , e può eseguirsi così : 

Essendo dato il lato di una faccia del poliedro, de- 
Fs* « 4 * scrivasi questa faccia , e sia CD ( fig. 249 ) la sua apo- 
tema. Cerchisi pel problema precedente la inclinazione di 
due facce adiacenti del poliedro, e facciasi 1’ angolo CDE 
eguale a questa inclinazione: prendasi DE eguale a CD; 
conducasi CO ed EO perpendicolari a CD ed ED; queste 
due perpendicolari s’ incontreranno in un punto 0 ; e 
CO sarà il raggio della sfera iscritta nel poliedro. 

Sul prolungamento di DC prendasi CA eguale al rag- 
gio «lei cerchio circoscritto ad una faccia del poliedro j 
ed OA sarà il raggio della sfera circoscritta a questo 
poliedro medesimo. 

Poiché i triangoli rettangoli CDO, CAO, della figura 
249 sono eguali ai triangoli dello stesso nome nella fi- 
gura 248 , quindi è che mentre CD e CA sono i raggi 
dei circoli iscritto e circoscritto ad una faccia del poliedr»*, 
OC ed OA sano i raggi delle sfere iscritta e circoscritta 
al medesimo poliedro. Quindi essendo dato il lato di un ;x>- 
liedro regolare si è trovalo il raggio della sfera iscritta e 
quello della sfera circoscritta ad un tale poliedro. C. B. K- 
Scolio. Si possono dedurre dalle precedenti propo- 
sizioni molle conseguenze. • 



1. ^Ogni poliedro regolare può essere diviso in tante 
piramidi regolari quante facce à il poliedro; il vertice co- 
mune di queste piramidi sarà il centro del poliedro che é 
nel tempo stesso quello della sfera iscritta a circoscritta. 

2. ° La solidità di un poliedro regolare è eguale alla 
sua superficie moltiplicata pel terzo del raggio della sfera 
iscritta. 

3. ° Due poliedri regolari del medesimo nome sono 
due solidi simili , e le loro dimensioni omologhe sono 
proporzionali; dunque i raggi delle sfere iscritte o cir- 
coscritte sono fra loro come i lati di questi poliedri. 

4. ® Se s’ iscriva un poliedro regolare in una sfera , 
i piani condotti dal centro per i differenti lati divideran- 
no la superficie della sfera m tanti poligoni sferici eguali -, 
« simili quante sono le facce del poliedro, ' 

r- e ; 
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LIBRO OTTAVO 



« 1 TUE CORPI ROTONDI 



DEFINIZIONI. 



4 

, I. Si chiama cilindro (o) ( fig. 250 ) il solido gene* 

r ‘‘'‘ rato dalla rivoluzione di un rettangolo ABCD, che s’im- 
magina rivolgersi intorno al lato immobile AB. 

In questo movimento i lati AD, BC restando sempre 
perpendicolari al lato AB descrivono piani circolari e- 
guali DHP , CGQ che si chiamano le basi del cilindro , 
cd il lato CD ne descrive la superficie convessa. 

La linea immobile AB si chiama Tasse del cilindro. 

Ogni sezione KLM, fatta in un cilindro perpendico- 
larmente all’ asse è un circolo eguale a ciascuna delle ba- 
si *, poiché mentre il rettangolo ABCD gira intorno ad 
AB , la linea 1K perpendicolare ad AB descrive un pia- 
no circolare eguale alla base , e questo piano non è al- 
tra cosa che la sezione fatta perpendicolarmente all’asse 
al punto I. 

Ogni sezione PQGH fatta per Tasse è un rettangolo 
doppio del rettangolo generatore ABCD. 
tfr.ttt. II- Si chiama cono (6) (fig, 231) il solido generato 
dalla rivoluzione del triangolo rettangolo SAQ che s’ im- 
magina girare intorno al lato immobile £A. In questo mo- 
vimento il lato AB descrive un piano circolare BDCE che 
si chiama la base del cono , e la ipotenusa SB ne descri- 
ve la superficie convessa. 

11 punto 3 si chiama il vertice del cono, SA T asse 
o 1’ altezza , ed SB il lato o T apotema. 

Ogni sezione HKF1 fatta perpendicolarmente all’ asse è 



(a) Cilindro da xvXfe» ( cylto ) volgere , rotolare, ’ 
(b; Cono da xwx* ( cónos ) cono. ( In T**p. ) 
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ini circolo 5 ogni sezione SPE fatta secondo l’asse è no 
triangolo isoscele doppio del triangolo generatore SAfi. 

HI. Se dal cono SCPB si tolga , per una sezione 
parallela alla base, il cono SfKH, il solido restante EBIIE 
si chiama cono troncato o tronco di cono. 

Si può supporre che desso sia descritto dalla rivo- 
luzione del trapezio ABfiG, i cyi angoli A e G siano ivl- 
ti , intorno al lato AG. La linea immobile AG si chiama 
1’ asse 0 P altezza del tronco , i circoli PQC , HKF ne 
sono |e òasi, e Bit n’ è il lato. 

IV. Due cilindri 0 due coni sono simili allorché i 
loro assi stanno fra loro come i diametri delle loro basi. 

V. Se nel circolo ACD ( fig. 252 ) che serve dj t*a$e FiJ tJ| , 
ad un cilindro s’ iscriva un poligono ABCDE, e che so- ' 
pra la base ABCPE si eleyi un prisma retto eguale in 
altezza al cilindro , il prisma dicesi iscritto net cilindro 

pd il cilindro circoscritto al prisma. 

É chiaro che le cosiole AF, BG, Cfl, etc. del pri- 
sma essendo perpendicolari al piano della base, sono com- 
prese nella superficie convessa del cilindro -, dunque il 
prisma ed il cilindro si toccano secondo queste costole. 

VI. Similmente se ApCD ( fig. 233 ) è un poligonoFig .»s^ 
circoscritto alla base di un cilindro , e che sulla base 
ABCD si costruisca uq prisma retto eguale |n altezza allo 
stesso cilindro, il prisma si chiama circoscritto al ctfm- 

dro od il cilindro iscritto al prisma. 

Siano M , N , etc. i punti di contatto dei lati AB , 

BC etc. e siano elevate dai punti M, N, etc. le perpen- 
dicolari MX, NY, etc. al piano della base, egli è chiare* 

Che queste perpendicolari saranno nel medesimo tempo 
nella superficie del cilindro ed in quella del prisma cir- 
coscritto j dunque esse saranno le loro linee d> contatto, 

N.E(. 11 cilindro, il cono e la sfera sono i tre corpi rotondi 
ilei quali trattasi negli elementi, 



u 



Peoendre Qeom, Solida 
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• * 

LEMMI PRELIMINARI 

SOPBA 

LE SUPERFICIE 
• I. 

. • l . * 

i , . . » 

i' na superficie piana OABCD{{\%. 254) è minore di qua- 
lunque ultra superficie FA lì CU terminata dal medesimo 
contorno ABCU. 

• ■ -e 

Questa proposizione è assai evidente per essere postò 
nel numero degli assiomi , poiché si potrebbe supporre 
che il piano è tra le superficie ciò che la linea retta è - " 
fra le altre linee ; la liueu retta è la piu corta fra due 
punti dati ; similmente il piano è la superficie più pic> 
cola fra tulle quelle che anno il medesimo contorno. In-* 
tanto come conviene ridurre gli assiomi al più piccolo 
numero possibile, ecco un ragionamento che non lascerà 
alcun dubbio sopra questa proposizione. 

Una superfìcie essendo una estensione in lunghezza ed 
in larghezza non si può concepire che una superfìcie sia 
maggiore di un’altra, a meno che le dimensioni della pri- 
ma non eccedano in alcuni sensi quelle della seconda ; 
e se accade che le dimensioni di una superficie si;ino in 
tutti i sensi minori delle dimensioni di un’ altra super- 
ficie, è evidente che la prima superficie sarà la minore 
delle due. Ora in qualunque senso si faccia passare il 
piano Bi‘D che taglierà la superficie piana secondo BD, 
e l’altra superfìcie secondo BPD, la linea retta BD sarà 
sempre minore di BPD; dunque la superficie piana OABCD 
é minore della superfìcie circondatile PABCD., 
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Ógni super fide convessa OABCD ( fig. 255 ) i minore diFi g .»ss. 
un’ altra superficie qualunque che circondasse la pri- 
ma appoggiandosi sul medesimo contorno ABCD. 

Qui si ripeterà, che inlendesi per superficie convessa 
Hna superficie che una linea retta non può incontrarla in 
più di due punti*, intanto è possibile che una linea retta 
si applichi esattamente in un certo senso sopra una su- 
perficie convessa ; le superficie del cono e del cilindro 
ne danno esempi. Si osserverà àncora che la denomina- 
zione di superficie convessa non è limitata alla sole su- 
perficie curve; dessa comprende altresì le superficie po- 
liedre o composte di più piani , ed anehe le superficie 
io parte curve ed in parte poliedro. , 

Ciò posto, se la superficie AOBCD non è minore di 
tutte quelle che la circondano, sia tra queste ultime PABCD 
' la superficie minore che sarà al più eguale ad OABCD. 

Per un punto qualunque O facciasi passare un piano che 
tocca la superficie OABCD senza tagliarla ; questo piano 
incontrerà la superficie PABCD, e la parte che ne taglierà 
sarà maggiore dei piano terminato alla medesima super- 
ficie ( Lemma primo ); dunque conservando il resto della 
superficie PABCD si potrebbe sostituire il piano alla parte 
tagliata , e si avrebbe una nuova superficie che circon- 
derebbe sempre la superficie OABCD, e che sarebbe mi- 
nore di PABCD. 

Ma questa è la minore di tutte per ipotesi ; dunque 
questa ipotesi non può sussistere -, dunque la superfide 
convessa OABCD è minore di qualunque altra superficie 
che circondasse OABCD, e che fosse terminala dal mede- 
simo contorno ABCD. - ■ ■ - 

Scolio. Con ua ragionamento interamente simile si 
dimostrerà , che 

1. °Se una superficie convessa terminata da due con- 
torni ( fig. 256 ) ABC , DEP è circondata da un’ aitrari g .j 56 . 
superficie qualunque terminata dai medesimi contorni , 

la superficie circondata sarà la minore delle due. 

2. ° Se una superficie convessa AB ( fig. 257 ) è cir-ri t .»i 7 . 
condata da tutte le parti da un* altra superficie MN, sia 

che desse avessero punti, linee o piani comuni, sia che 
desse non avessero alcun puntò comune, la superficie cir- 
condala sarà sempre minore delia superficie circondante. 
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. infatti fra queste non può esserVene aldina che sia 
la minore di tutte, poiché ni qualunque caso si potrebbe 
sempre condurre il piano CD tangente alia superficie con- 
vessa, il quale piano sarebbe minore della superficie CMD 
*f rÒ ,a sU Ì>erficieCND sarebbe mi- 
*’*. C,Ò h he è all’ipotesi che MN è la 

WP H d ì ,f le - D M nql ', e '? Sùpe^cie convessa ABèmi- 
iiore di tutte quelle che la circondano. < uu. 

• • siili ntu 

PROPOSIZIONE PRIMA. • „v. ; i: n 

#• *». < k » , i *!• 

tEOBEMAi ' . .. . i 



La solidità di un cilindro è eguale al prodotto 
delia sua base per la sua aitezxa. 



Sia CA ( fig. 238) il raggio della base del cilindro 
dato, ti la sua altezza ; rappresentisi con superf. GA là 
superficie del circolo che à pel: raggio CA j dico che la 
solidità del cilindro sarà 



superf. CA X H. 

♦ - 1 . 1 i r . » i : • • - 

i Inulti se superf . CA X H non è la misura del cilirt- 
aro dato, questo prodotto sarà la misura di tin cilindro 
maggiore o minore. E prima suppongasi che sia la mi- 
sura di un cilindro minore , per esèmpio , dei cilindrò 
del quale CD è il raggio della base ed H 1’ altezza. 

Circoscrivasi al cerchio che à per raggio CD un po* 
iigono regolare GHlP, i cui lati non incontrino la circon- 
ferenza che à per raggio CA ( Prop. fo, ìib. IV)\ imma* 
gimsi in seguito un prisma retto che abbia per base il po- 
ligono CHIP, e per altezza H, il quale prisma sarà cirro- 
scrilto al cilindro che à per raggio delta base Cl>. Ciò posto 
la sohdUà del prisma ( Prop. j.%Ub. Vi) è eguale alla base 
moltiplicala pej l’altezza H; la base CHIP è minore del 
circolo cfie à per raggio CA; dunque la solidità del pri- 
sma e minore di superf. CA X H. Ma superf. CA X Hè, 
per ipotesi % la solidità del cilindro iscritto nel prisma ; 
dunque il prisma sarebbe minore del cilindro: or, al con* 
lrarió, il cilindro è minore del prisma, poiché vi è con- 
tenuto; dunque è impossibile che sujier. CA X H sio la 
misura del ciliadro che a per raggio deHa base CD ed lì 

■ ii . •• •.*.* .i, <• i .■ i;« •* *•', 
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bei* àllezza ; ovvero; in termini più generali, il prodotto 
della base di un cilindro per la sua altezza non può mi- 
Surare un cilindro minore. 

Dico in secondo luogo che (JUeslo medesimo prodotto 
non può misurare Un cilindro maggiore; infatti per non 
hiolliplicare figure , sia CD il raggio della finse del ci- 
lindro dato , e sia , se è possibile , supeif. CD X H la 
misura di un cilindro maggiore , per esempio , del ci- 
lindro che à per raggio della base CA ed 11 per altezza. 

Se si fa la stessa costruzione che nel primo caso , 
il prisma circoscritto al cilindro dato avrà per misura 
CHIP X lì; l’area CHIP è maggiore di supeif. CD; dun- 
que la solidità del prisma della quale trattasi è maggiore 
di super f. CD X II; il prisma sarebbe dunque maggiore 
del cilindro della stessa altezza che à per base superf. 

* CA. Ora , al contrario) il prisma è minore del cilindro, 
poiché vi è contenuto ; dunque e impossibile che la base 
di un cilindro moltiplicata per la sua altezza sia la mi- 
sura di un cilindro maggióre. 

Dunque finalmente la solidità di Un cilindro è eguale 
ni prodotto della sua base per la sua altezza. C. B. D. 

Corollario ì. \ cilindri della medesima altezza stanno 
fra loro come le loro basi, ed i cilindri della medesima 
base stanno fra loro come le altezze-. 

Corollario lì. I cilindri simili stanno córtife i Cubi delle 
altezze, o come i cubi dei diametri delle basi. Poiché le 
basi stanno come i quadrati dei loro diametri , e siccome 
i cilindri sono simili , i diametri delle basi stanno come le 
altezze ( Def. 4)\ dUpque le basi stanno come i quadrali 
delle altezze ; dunqub le basi moltiplicate per le altezze 
od i cilindri stessi stanno come i cubi delle altezze. 

Scolio. Sia B il raggio della base di Un cilindro, H 
la sua .altezza, la superficie della base sarà «K* ( Prop. 
ffy lib. IV ), e la solidità del cilindro sarà 

JrR 1 X H o *irH. 

•Ji ;«hsqi:< oll-.fi 'ù\ • .! j i^-elgo;.! ti wK-oq 

i • 

* ’ ’* *: * ; * *.-.t 
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PROPOSIZIONE 11. 

( . v . 

LEMMA. 

_ < _ ■' • ; ( : 

La superficie convessa di un prisma retloè eguale al perimetro 
della sua base moltiplicato per la sua altezza. 

Infatti questa superficie è eguale alla somma dei ret- 
*s»*tangoli AFGB ( fig. 232 }, BGHC , CHID etc. dai quali è 
composta *, ora le allpzee AF, BG, GH etc. di questi ret- 
tangoli sono eguali all’ altezza del prisma $ le loro basi? 
AB, BC, (^0, etc. prese insieme compongono il perime- 
tro della base del prisma. Dunque la somma di questi 
rettangoli o la superficie convessa del prisma è eguale 
al perimetro della base moltiplicato per la sua altezza.- 
Coronario. $»é due prismi retti ànno la medesima 
altezza, le superficie convesse di questi prismi staranno, 
fra loro come i perimetri delle loro basi. 

PROPOSIZIONE III. 

* _ * * • * ' . . ‘ \i ‘V* 

LEMMA. 

. . • • • • . ' ■ . • • ; *’ » ■* 

La superficie convessa del cilindro è maggiore della si*- 
perficic convessa di ogni prisma isC> ilio e minore dtUa 
superficie convessa di ogni prisma circoscritto. 

, . . * ' » 1 . * . . * •. c 

I u fa 1 1 i la superfìcie convessa del cilindro e quella del 
»>*. prisma iscritto ABCDEF {fig 232) possono essere consi- 
derate come aventi la medesima lunghezza, poiché qualun- 
que sezione folta uell’uco e nell’ altro parallelamente ad 
AF è eguale ad AF ; e se per avere le larghezze di que- 
ste superficie si taglino con piani paralleli alia base o> 
perpendicolari alla costola AF, le sezioni saranno eguali 
una alla circonferenza della base, l’ajlra al contorno del 
poligono ABCDE minore di questa circonferenza } dunque 
poiché a lunghezza eguale la larghezza della superficie 
cilindrica è maggiore di quella della superficie prismatici 
uè segue che )a prima superficie è maggiore della seconda. 

Si dimostrerà con un ragionamento interamente simile 
clic la superficie convessa del cilindro è minore di quella 
«is.di qualutique prisma circoscritto BCDKLH ( fig. 233 ). 
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PROPOSIZIONE IV. 



HI 



TBORKVM. 



A* 

/ 

1 1 - 



la superficie convessa di un cilindro è eguali alla cir corife- 
renza della sua base moltiplicala per. Ih sua altezza. 



Sia CA ( fig. 238 ) il raggio della base del cilindro?* io- 
dato, H la sua altezza; se si rappresenti con are. CA la 
circonferenza che à per raggio CA ; dico che circ. CAXH 
sarà la superficie convessa di questo cilindro. 

Infatti, se si neghi quésta proposizione , bisognerà 
che circ. CA X H sia la superficie di un cilindro mag- 
giore o minore *, e primieramente suppongasi che essa 
sia la superficie di un cilindro minore , per esempio , 
del cilindro^ cui CD è il roggio della base, ed H l’altezza. 

Circoscrivasi al cerchio, il cui raggio è CD un poli- 
gono regolare GHIP, i cui lati non incontrino la circon- 
ferenza che à CA per raggio ; immaginisi di poi un pri- 
sma retto che abbia per altezza H , e per base il poli- 
gono GHIP. La superficie convessa di questo prisma sarà 
eguale al contorno del poligono GHIP moltiplicato per 
1’ altezza H ( Prop. 2 ) ; questo contorno è minore della 
circonferenza, il cui raggio è CA *, dunque la superficie 
convessa x del prisma è minore di circ. CA X H. Ma circ. 

CA X H è , per ipotesi , la superficie convessa del ci- 
lindro che à CD per raggio delia base, il quale cilindro 
è iscritto nel prisma •, dunque la superficie convessa del 
prisma sarebbe minore di quella del cilindro iscritto. Ora, 
al contrario deve essere maggiore ( Prop. 3 ) -, dunque 
la ipotesi è assurda ; dunque , 

i.° La circonferenza della base di un cilindro mol- 
tiplicata per la sua altezza non può misurare la super- 
ficie convessa di un cilindro minore. 

Dico secondariamente che questo medesimo prodotto 
non può misurare la superficie di un cilindro maggiore. 

Infatti, per non cangiar figura, sia CD il raggio della 
base del cilindro dato , e sia, se è possibile, circ. CDXH 
la superficie convessa di un cilindro che colla medesima 
altezza avesse per base un circolo maggiore, per esem- 
pio , il circolo il cui raggio è CA. 

Si farà la medesima costruzione come nella'prima sup- 
posizione, e la superficie convessa del prisma sarà sempre 
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eguale al contorno de! poligono GMP moltipllcato per 
l’altezza H. Ma questo contorno è maggiore di circ. CD» 
dunque li superficie del prisma sarebbe maggiore di circ, 
CD X H, che per ipotesi è la superficie del cilindro della 
medesima altezza, il cui raggio della base è CA. Dunque 
la superficie dui prisma sarebbe maggiore di quella di 
questo cilindro. Ma quando anche il prisma fosse iscritto 
nei cilindro, la sua superficie sarebbe minore di quella 
del cilindro ( Prop. 3) -, con più ragione essa è minore 
quando il prisma non si estende fino al cilindro. Dunque 
la seconda ipotesi non potrebbe aver luogo ; dunque 
La della base di un cilindro mol- 

tiplicala per la sua altezza non può misurare (a super- 
ficie di un cilindra maggiore. 

Dunque finalmente 

La superficie convessa di un cilindro é eguale alla 
circonferenza della sua base moltiplicala per la sua al- 
tezza. C. B. D- 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA, 

La solidità di un cono è eguale al prodotto della sua baso 
per il terzo della sua aUezta. 

* I . 

’ S9 ’ S'a SO ( fig- 239 ) l’altezza del cono dato, AO Hf rag- 
gio della base, se si rappresenti con super f. AO la super- 
ficie della base ; dico che tu solidità di questo cono sarà 

1 

eguale a super f. AO X g- SO, 

Infatti suppongasi i.° che su per f. AO X 4 90 sia la 

a 

solidità di un cono maggiore •, per esempio , del cono 
che à per altezza SO ; ma che OR maggiore di AO è i! 
raggio della base. 

Al circolo, il cui raggio è AO, circoscrivasi un poligo- 
po regolare MiNPT che non incontri la circonferenza, il cui 
raggio è RO ( Ptop. 40 , lib. JV) ; immaginisi indi una 
piramide che abbia per base il poligono e per vertice H 
punto S- La solidità di questa piramide ( Prop. 49 , lib. 

VI) è eguale all’area del poligono MNPT moltiplicata pel 
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terzo dell’ altezza SQ \ ma il poligono è maggiore del cir-r 
colo iscritto rappresentato da superf. AO; dunque la pira* 

4 

mide è maggiore di superf. AQ X SO che , per ipo- 
tesi , è la misura del cono che à per vertice S, ed OB 
por raggio della base. Ora , al contrario , la piramide 
è minore del cono, poiché vi è contenuta ; dunque, 

\.° È impossibile che la ba>e di un cono moltiplicata 
pel terzo della sua altezza sia la misura di un cono mag- 
giore. 

Dico secondariamente che questo medesimo prodotto 
non può essere la misura di un cono minore. 

Infatti, per non cangiar figura, sia QB il raggio (Iella 

base del cono dato, e sia, se è possibile, superf. OB X 4 

■; ' ^ 

SO la solidità del cono che à per altezza SO e per base 

il circolo, il cui raggio è AO* Si farà la medesima costru- 
zione che qui sopra, e la piramide SM.NPT avrà per mi- 
sura l’area MNPT moltiplicata per ~ SO. Ma P area MNPT 



è minore di superf. QB*, dunque la piramide avrebbe unq 



misura minore di superf. OB Xr SO, e per conseguenza 

0 • . 



sarebbe minore del cono, il cui raggio della base è AQ 
ed SQ 1’ altezza. Ora, al contrario , la piramide è mag- 
giore del cono, poiché il cono vi ò contenuto*, dunque, 

2.° È impossibile che la base di un cono moltiplicata - 
pel terzo della sua altezza sia la misura di un con q minore. 

Dunque finalmente la solidità di un cono è eguale al 
prodotto della sua base pel terzo della sua altezza. C.B.D. 

Corollario. Un cono è il terzo di un cilindro della 
medesima base e della medesima altezza, donde segue, che 

4.° 1 coni di eguali altezze stanno fra loro come le 

basi. 

2. ° I coni di basi eguali stanno fra loro come ^ al-? 

tezze. J 

3. ° 1 coni simili sono come i cubi dei diametri delle 
loro basi o come i cubi delle loro altezze. 

Scolio. Sia R il raggio della base di un cono, B jq 

Ubgendhe Geom. Solida 
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sua altezza ; la solidità del cono sarà 

«rR 1 X 4 11 0 s- *R*H. 

o 3 

; . - 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

. , * * \ » • • * 

Ogni cono troncalo à per misura la somma dei quadrati 
dei raggi delle due basi più il prodotto di questi stessi 
raggi tulio moltiplicato pel prodotto dell altezza di esso 

i 1 ‘ , ‘ 

cono troncato per «. ' : 

, . . .ii/*' 

Sia ADEB ( fig. 260 ) il cono troncato, AO, DP sia- 
no i raggi delle basi , ed OP sia 1’ altezza *, dico che la 
misura di esso cono troncato sarà 

i*. OP. [ ÀÓ* + DP* + AO X DP ]. 

Sia TFGH una piramide triangolare che abbia la me- 
desima altezza del cono SAB, e la cui base FGH sia equi- 
valente alla base del cono. Si può supporre che queste 
due basi siano situate sopra un medesimo piano ; allora 
i vertici S e T saranno ad eguali distanze dal piano delle 
basi , ed il piano EPD prolungato torà nella piramide la 
sezione 1KL. Ora dico che questa sezione 1KL è equiva- 
lente alla base DE ; infatti le basi AB , DE stanno fra 
loro come i quadrati dei raggi AO, DP ( Prop. 41, lib. 
IV) o come i quadrati delle altezze SO, SP ; i triangoli. 
FGH, 1KL stanno fra loro come i quadrati di queste me- 
desime altezze ( Prop. 46 , lib. VI ) •, dunque i circoli 
AB , DE stanno fra loro come i triangoli FGH , IKL. Ma 
per ipotesi il triangolo FGII è equivalente al circolo AB*, 
dunque il triangolo IKL è equivalente al circolo DE. 

1 

Ora la base AB moltiplicata por - SO è la solidità del 
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•* • • \ ' 

cono SAB, e la base FGH moltiplicata per — SO è la soli- 

dilà della piramide TFGH ; dunque , per essere le basi 
equivalenti, la solidità delia piramide è eguale a quella del 
cono. Per una simile ragione la piramide TIKL è equiva- 
lente al cono SDE ; dunque il tronco di cono ADEB è equi- 
valente al tronco di piramide FGH1KL. Ma la base FGH, 
equivalente al circolo il cui raggio è AO, à per misura 

« X AO ; similmente la base 1KL = * X DI' ; e la me- 

dia proporzionale fra * X AO e <* X DP è * X AO 
X DP; dunque la solidità del tronco di piramide o quel- 
la del tronco di cono à per misura 

g-OP x [ * x AO 3 + « x Di»’ -f * X AO X DI* ]; ' 

( Prop. 3/, lib. VI ), ebe è lo stesso che 

~ * X OP X [ AO* + DÌ»’ + AO X DI* ]. 

ò 

Dunque ogni cono troncalo etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE VU. 

. TBOBEMA. 

La superficie convessa di un cono è eguale alla circonferenza 
della sua base moltiplicala per la mela del suo lato. 

.. ’ ' . • l . . * 

Sia AO ( fa f. 239 ) il raggio della base del cono da- Fi s.3Ss 
lo, S il suo vertice, ed SA il suo lato ; dico che la sua 
superficie sarà 

ciré. AO X 4 SA. 
z 

i , 

Infatti sia, se è possibile, circ. AO X r SA la super- 
ba 

fieic di un cono che avesse per vertice il punto S e per 
base R cerchio descritto col raggio OB, maggiore di AO. 
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Circoscrivasi al cerchio minore un poligono regolare 
MNPT, i cui Iati non incontrino la circonferenza che à 
per raggio OB ; e sia SMNPT la piramide regolare che 
avrebbe per base il poligono e per vertice il punto S. H 
triangolo SMN, uno di quelli che compongono la superfi- 
eie convessa della piramide, à per misura la sua base MN 
moltiplicata per la metà dell’ altezza SA che è nel tempo 
stesso il lato del cono dato ; quest’ altezza essendo eguale 
in tutti gli altri triangoli SNP, SPQ, eie., ne segue che 
la superficie convessa della piramide è eguale al contorno 

4 

MNPTM moltiplicato per SA. Ma il contorno MNPTM è 

maggiore di ciré. AO ; dunque la superficie convessa della 

i 

piramide è maggiore di ciré. AO X -3 SA , e per con- 

seguenza maggiore della superficie convessa del cono che 
eoi medesimo vertice S avesse per base il eerchio de- 
scritto col raggio OB. Ora al contrario* la superficie con- 
vessa del cono è maggiore di quella della piramide; in- 
fatti se si addossi base a base* cioè, la piramide ad una 
piramide eguale * ii cono ad un cono eguale ; la super- 
ficie dei due coni circonderà da tutte le partila super- 
ficie delle due piramidi*, dunque la prima superficie sarà 
maggiore della seconda ( Lemma secondo ) ; dunque lu 
superficie del cono è maggiore di quella della piramide 
che vi è contenuta. Il contrario sarebbe una conseguenza 
delle ipotesi ; dunque questa ipotesi non può aver luo- 
go ; dunque i.° la circonferenza della base di un cono 
dato moltiplicata per la metà del suo lato non può mi- 
surare la superficie di un cono maggiore. 

Dico è. 0 che lo stesso prodotto non può misurare la 
superficie di un cono minore. Infatti sia BO il raggio della 

{ 

base del cono dato , e sia , se è possibile , ciré. BO X 

SB la superficie del cono, il cui vertice è S* ed AO, mi- 
nore di OB, il raggio della base. 1 
Avendo fatta la medesima costruzione di sopra, la super- 
ficie della piramide SMNPT sarà sempre eguale al con- 

4 

torno MNPT moltiplicato per — SA. Ora il contorno MNP! 
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e minore di ciré. BO -, SA è minore di SB; dunque, per 
questa duplice ragione, la superfìcie convessa della pira* 

luide è minore di (sire. BO X 4 9B , che , per supposi- 1 

Jé 

«ione, è la superficie del cono, cui AO è il raggio della 
base -, dunque la superficie della piramide sarebbe mi- 
nore di quella del cono iscritto. Ora , al contrario , è 
maggiore ; poiché addossando base con btisé , la piru^ 
mide ad una piramide eguale^ 11 cono ad Un coho egua- 
le, la superficie delle due piramidi circonderà quelle dei 
due coni e per conseguenza sarà la maggiore. Ounquq 
2.° è impossibile che la circonferenza della base di un 
cono dato moltiplicata per la metà del sud lato misuri] 
la superficie di un cono minore. 

Dunque finalmente la superficie convessa di un cono 
è eguale alla circonferenza della sua base moltiplicata per 
la metà del suo lato. C. B. D. 

Scolio. Sia L il lato di Un cono , R il raggio deila 
sua base; la circonferenza di questa base sarà 2<*R eia 
•i N *1 

superficie del cono avrà per misura 2rR X *g L ovvero 

«RL. 

PROPOSIZIONE VI». 

V TEOREMA. 

io superficie convessa di un tronco di cono è eguale al 
suo lato moltiplicalo per la semisomma delle circonfe- 
• renze delle sue due basi. 

Sia il tronco di cono ÀDEB ( fig. 261 ) -, dico cl»e la^s - 6 *. 
sua superficie convessa è eguale al suo lato AD molti- 
plicato per la semisomma delle circonferenze deile sue 
due basi AB , DE. 

Nel piano SAB che passa per 1’ asse SO conducasi 
perpendicolarmente ad SA la linea AF eguale alla, cir- 
conferenza che à per raggio AO; tirisi SF e conducasi. 

DH parallela ad AF. Per i triangoli simili SAO, SDC si avrà 

ào ; bc :: sa :sD; 

e per i triangoli simili SAF , SDH si avrà 
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af : dh :: sa : sd ; 



dunque 

AF'.DH: : AO:DC ossia : : tire. AO : tire . DC( Drop . //, lib-IV). 

Ma, per costruzione, AF=ci'rc. AO -, dunque DH= 
circ. DC. Ciò posto, il triangolo SAF che à per misura 

1 ' 

AF X 7: SA è eguale alla superficie del cono SAB che à 



per misura ciré. AO X — SA. Per una simile ragione il 
. ' ' • * *• . 
triangolo SDH è eguale alla superficie del cono SDE. Dun- 
que la superficie del tronco ADEB è eguale a quella del 
trapezio ADHF. Quest’ ultimo à per misura (P/ op.V, lib.lll ) 



AD X 



AF + DH 



J -, dunque la superficie dei tronco di 



cono ADEB è eguale al suo lato AD moltiplicato per la se- 
misomma delle circonferenze delle sue due basi. C. B. D. 

Corollario. Pel punto 1, medio di AD, conducasi 1KL 
parallela ad AB ed 1M parallela ad AF ; si dimostrerà, co- 
me qui sopra, che 1M = circ. IK. Ma il trapezio AD1ÌF=> 
AD X IM = AD X circ. IK. Dunque si può ancora dire 
che la superficie di un tronco di cono è eguale al suo 
lato moltiplicato per la circonferenza di una sezione falla 
ad eywil distanza dalle due basi. 

Scolio. Se una linea AD situata tutta intera da una 
medesima parte della linea OC e nello stesso piano fa una 
rivoluzione intorno ad OC, la superficie descritta da AD 



i . r circ. AO 4- circ. DC "1 . 

avra per misura AD X ^ — — Jovvero AD 



X circ. IK, essendo le linee AO, DC, IK, perpendicolari 
abbassate dalle estremità e dal mezzo della linea AD so- 
pra I’ asse OC. 

Infatti, se si prolunghino AD ed OG fino al loro in- 
contro scambievole in S, è chiaro che la superficie de- 
scritta da AD è quella di un cono troncato, cui AO e DC 
sono i ragj;i delle tasi, avendo il cono intero per ver- 
tice il punto S. Dunque questa superficie avrà la misu- 
ra menzionala. > .• 
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Questa misura avrebbe sempre luogo quando anche 
il punto D cadesse in S , il che darebbe un cono inte- 
ro -, ed anche quando la linea AD fosse parallela all’asse, 
lo che darebbe un cilindro. Nel primo caso DC sarebbe 
nullo ; nel secondo DC sarebbe eguale ad AO e ad IK. 

PROPOSIZIONE IX. . 

* lemma. 

Siano AB, BC, CD (fig. 262) più lati successivi di unvig.t 6». 
poh gono regolare, 0 il suo centro ed 01 il raggio del 
cerchio iscritto; se si suppone che la porzione del po- 
ligono ABCD situata tutta intera da una medesima 
• parte del diametro FG, faccia una rivoluzione intor- 
no a questo diametro, la superficie descritta da ABCD 
avrà per misura MQ X circ. 01 , essendo MQ l'al- 
tezza di questa superficie o luparie dell'asse compresa 
fra le perpendicolari AM , DQ. •- ( . . 

Essendo I il punto medio di AB, ed essendo IK una 
perpendicolare all’ asse abbassata dal punto I, la super- 
ficie descritta da AB avrà per misura AB X circ. IK 
( Drop. 8 ). Conducasi AX parallela all’ asse -, i triangoli 
ABX , OIK avranno i lati perpendicolari respettivamen- 
te , cioè 01 ad AB, IK ad AX, OK a BX ; dunque que- 
sti triangoli sono simili e danno la proporzione - 

BB : AX o MN :: 01 : IK ossia ;; circ. 01 ; circ. IK; 
dunque 

AB X circ. IK s MN X circ. 01. 

Donde vedesi che la superficie descritta da AB è 
eguale alla sua altezza MN moltiplicala per la circonfe- 
renza del cerchio iscritto. Similmente la superficie de- 
scritta da ^C, = NP X circ. 01 , la superficie descritta 
da CD, == Pq x circ. 01. Dunque la superficie descrii la 
dalla porzione di poligono ABCD à per misura 

(MN + NP+P Q)Xcirc. 01, 

ovvero 

- . . ,i, , i 

MQ X etre, 01 j . 
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essa dunque è eguale aMa sua altezza moltiplicala per la 
circonferenza del cerchio iscritto. ; 

Corollario. Se il poligono intero è di un numero pari 
di lati, e se Y asse FG passa per due vertici opposti F 
e G , la superficie intera descritta dalla rivoluzione del 
mezzo poligono FACQ sarà eguale al suo asse FG molti- 
plicato per la circonferenza del oerchio iscritto. Questo asse 
FG sarà nei tempo stesso il diametro del cerchio circoscritto, 

PHOPOS1ZIONE X. 

• ' , • i • < ‘ ' ' ! ; 

TEOREMA . 

v , ‘ . . . • \ 

ha superficie della sfera è eguale al suo diametro 
moltiplicato per la circonferenza di un cerchio massima, 

Sia la sfera, il cyi diametro è AB QSff* 203 )ì dico 
che la sua superficie è eguale al diametro AB moltiplicato 
per la circonferenza di un. cerchio massimo , cioè cl»e sarà 

AB X otre, AC. •, , 

Infatti, se ciò non è, AB X ciré. AC sarà la super- 
ficie di una sfera maggiore o minore. Primieramente dico 
che il diametro di una sfera moltiplicato per la circonfe- 
renza del suo cerchio massimo non può misurare la super- 
ficie di una sfera maggiore. Poiché sia , s’ è possibile , 
AB X cìrc. AG la superficie della sfera che à per raggio CD. 

Al circolo che à per raggio CA circoscrivasi un poli- 
gono regolare di un numero pari di lati che non incon- 
trino la circonferenza, il cui raggio è CP ; siano M ed S 
due vertici opposti di questo poligono ^ ed intorno al dia- 
metro MS facciasi girare i) semi-poligono MPS. La su- 
perficie descritta da questo poligono avrà per misura 
MS X circ. AC ( Prop. 9) ; ma MS è maggiore di AB ; 
dunque la superficie descritta dal poligono è maggiore di 
AB X circ. AC , e per conseguenza maggfòre della su- 
perficie della sfera, il cui raggio è CD. Ora, per lo con- 
trario, la superficie della sfera è maggiore della super- 
ficie descritta dai poligono, poiché ta prima circonda la se- 
conda da tutte le parti. Dunque f ,° il diametro di una sfera 
moltiplicalo per la circonferenza del suo cerchio massi- 
mo non può misurare la superficie di una sfera maggiore. 

Dico 2,° che questo stesso prodotto non può misurar© 
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la superficie di una sfera minore. Poiché sia, se è pos- 
sibile , DE X circ. CD la superficie della sfera che à 
per raggio CA. Si farà la medesima costruzione come 
nel primo caso , e la superficie del solido generato dal 
poligono sarà sempre eguale ad MS X circ. AC. Ma MS 
è minore di DE , e circ. AC minore di circ. CD ; dun- 
que per queste due ragioni la superficie del solido de- 
scritto dal poligono sarebbe minore di DE X circ. CD, 
e per conseguenza minora della superficie della sfera, il 
cui raggio é AC. Ora , al contrario , la superficie de- 
scritta dal poligono è maggiore della superficie della sfe- 
ra, il cui raggio è AC , poiché la prima superficie cir- 
conda la seconda ; dunque 2. u il diametro di una sfera 
moltiplicato per la circonferenza del suo cerchio massi- 
mo non può misurare la superficie di una sfera minore. 

Dunque la superficie della sfera è eguale al suo dia- 
metro moltiplicalo per la circonferenza del suo cerchio 
massimo. C. B. D. 

Corollario. La superficie del cerchio massimo si mi- 
sura moltiplicando la sua circonferenza per la metà del 
raggio o pel quarto del diametro; dunque la superfìcie, 
della sfera è quadrupla di quel a di un cerchio massimo. 

Scolio. Essendo così misurata la superficie della sfe- 
ra e paragonata con superficie piane, sarà facile di averti 
il valore assoluto dei fusi e triangoli sferici, cui si è de- 
terminato di sopra il rapporto coll’ intera superficie del- 
la sfera. 

Primieralhente il fuso, il cui angolo è A, sta alla su- 
perficie della sfera come 1’ angolo A sta a quattro angoli 
retti ( Prop. 20, lib. VII ) o come l’arco di cerchio mas- 
simo che misura l’angolo A sta alla circonferenza di que- 
sto medesimo cerchio massimo. Ma la superficie della sfera 
è eguale a questa circonferenza moltiplicata pel diame- 
tro ; dunque la superficie del fuso è eguale all’ arco che 
misura l’angolo di questo fuso moltiplicato pel diametro. 

lu secondo luogo ogni triangi 1 ) sferico è equivalente 
ad un fuso, il cui angolo è eguale alla metà dell’eccesso 
della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti 
( Prop. 23 , lib. VII). Siano dunque P, Q, R, gli archi di 
cerchio massimo che misurano i tre angoli del triangolo -, 
sia C la circonferen7.a di un cerchio massimo, e D il suo 
diametro; il triangolo sferico sarà equivalente al l'uso, il cui 

Legenure Geom. Solida 16 



«■ 



m 



P + Q + R ” é "5 G 






• . * 1 t - 

angolo à per misura 

t i » 



2 



-, e per conseguen- 

t • ■ • . 1 



( V + Q + -r ~ C 

za la sua superficie sarà D X 

• ) ■ 2 

‘ ‘ t . »t l . T . • .!'•>< ; * T m 3 . 

Cosi , nel caso del triangolo tri-rettangolo, ciascuno 
degli archi P , Q, R è eguale ad 4 C , la loro somma 

* i : . o ^ ’ » “ *.i 

* 3 _ * • ‘ ' r ‘ * f Jk < ; l \m I • ‘ * t 

e "4 "eccesso di questa somma sopra -C è — C, e la 

. v 2 4 , 

metà di questo eccesso = 4 C-, dunque la superficie del 

triangolo tri-rettangolo = ~ C X D, che è l’ottava parte 

della superficie totale della sfera. ■> , 

.i„ (Iei P®. 1, » on ' sferici segue immediatamente 

i\ * • a . U1 tciangoli ; d’altronde essa è interamente 
determinata dalla proposizione XXIV del lib. VH , giae- 

Lnmlo'vl'im i UI, “ à d ‘ m Ì 8U . ra ch ’ è U triangolo, tri-ret- 
tan 0 olo valutata in superficie piana. . . ; i . • 

. PROPOSIZIONE XI. , . 

TEOREMA. , , 

La superficie di una zona sferica qualunque è eguale at- 
i alle zza di questa zona moltiplicata per la circonfe- 
renza di un cerchio massimo. 

Sia EF ( fig. £Cp ) un arco qualunque minore o mag- 
giore t ei quarto di circonferenza , e sia abbassata FG 
pr.rpeni molare sul raggio EC ; dico- che la zona , ad una 
base descritta dalla rivoluzione deh’ arco EF intorno ad 
E( ‘ avra per onsura EG X c ire. EC. : . t .... . ( 
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r 1 1 Fatti suppongasi primieramente Hie qaesla zona ab- 
bia una misura minore -, e sia , s’ è possibile , questa 
misura = EG X tire. CA. Iscrivasi nell’arco EF una 
porzione di poligono regolare EMNOPF, 5 lui lati non toc- 
chino la circonferenza descritta col raggio CA , ed ab- 
bassisi CI perpendicolare sopra KM ;• la superficie descritta 
dal poligono EMK, girando intorno ad EC, avrà per mi- 
sura EG X ciré. CI ( Prop. 9 ). Questa quantità è mag- 
giore di EG X ciré. AC che, per ipotesi, è la misura 
della zona descritta dall’ arco EF. Dunque la superficie 
descritta dal poligono EM:\OPF sarebbe maggiore della 
superlicie descritta dall’ arco circoscritto EF; ora al ' - on- 
Irario quest’ ultima superficie è maggiore della prima , 
poiché essa la iuviluppa da tutte le parti; dunque l.° la 
misura di qualunque zona sferica ad una sola base non 
può esser minore dell’ altezza di questa zona moltiplicata 
per la circonferenza di un cerchio massimo. 

Dico in secondo luogo, che la misura della medesi- 
ma zona non può essere maggiore dell’altezza di questa •» 
zona moltiplica tu per la circonferenza di un cerchio mas- 
simo. Poiché suppongasi che si tratti di una zona descrit- 
ta dall’ arco AB intorno ad AG , e sia , s’ è possibile , 
zona AB > AD X ciré. AG. Li. superficie intera delia 
sfera , composta delle due zone AB, BH, à per misura 
AH X ciré. AG ( Prop. iO ) ovvero AD X ciré. AG -j- - 

DH X dire. AG; se dunque si à zona AB > AD X ciré. 

AG , è d’ uopo che si abbia zona BH < D11 X ciré. AG; 
ciò eh’ è contrario alla prima parte di già dimostrata. 
Dunque 2° la misura di una zona sferica ad mia sola 
base non può esser maggiore dell’ altezza di questa zona 
moltiplicata per la circonferenza di un cerchio massimo. 

Dunque finalmente qualunque zona sferica ad una 
sola base à per misura /’ altezza di questa zona molli- , 
plicata per la circonferenza di un cerchio massimo. 

Consideriamo adesso una zona qualunque a due basi 
descritta dalla rivoluzione dell’arco FH ( fìg. 220 ) inlornOF; gl *»p. 
al diametro DE, e sieno abbassale le perpendicolari FO, 

HQ su questo diametro. La zona descritta dall’arco FH é 
la differenza delle due zone deserilte dagli archi DII o DF; 
queste àune per misura DQ X circ. CD, e DO X ciré. 

CD ; dunque la zona descritta da FH à per misura 

[ DQ — DO ] X ciré. GD, ossia OQ X ciré. CD. 
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Dunque ogni ima sferica ad una od a due basi & pel* 
misura V altezza di questa zona moltiplicata per la etri- 
conferenza di un circolo massimo. C. B. D» 

Corollario. Due zone prese in una medesima sfeny 
od in isfere eguali sono Ira loro come le respettive al- 
tezze 5 ed una zona qualunque sta alla superfìcie della 
sfera come rattezza di questa zona sta al diametro. > 

PROPOSIZIONE XII. 

’ - " • » 

, TEOHBMA. 

. i ; 

Se un triangolo ed un rettangolo aventi la medesima ba- 
se e la stessa altezza girino simultaneamente intorno 
alla base -comune, il solido descritto dalla rivoluzione 
del triangolo sarà il terzo del cilindro descritto dalla 
rivoluzione del rettangolo. 

rt*.. 64 . Siano il triangolo ABC ed il rettangolo BCEF ( fig. S64 

* ’ 6i ‘ e 265} della medesima base e della stessa altezza, e che 
girino simultaneamente intorno alla base comune BC; di- 
co die il solido descritto dalla rivoluzione del triangolo 
ABC sarà il terzo del cilindro descritto dalla rivoluzione 
dei rettangolo BCEF. 

ri*.>t> 4 . Abbassisi sull’ asse la perpendicolare AD ( fig. 264 )\ 
il cono descritto dal triangolo ABD è il ferzo del cilin- 
dro descritto dal rettangolo AFBD ( Coroll. Prop. 5 ) , 
parimente il cono descritto dal triangolo ADC è il terzo 
del cilindro descritto dai rettangolo ADCE ; dunque la 
somma dei due coni od il solido descritto da ABC è il 
terzo della somma dei due cilindri o del cilindro descritto 
dai rettangolo BCEF. 

’ Se la perpendicolare AD ( fig. 263) cada al di fuori 
del triangolo , allora il solido descritto da ABC sari» la 
differenza dei coni descritti da ABD ed ACD; t»a nel tem- 
po stesso il cilindro descritto da BCEF sarà la differenza 
dei cilindri descritti da AFBD ed AECD; dunque il solido 
descritto dalia rivoluzione del triangolo sarà sempre il 
terzo del cilindro descritto dalla rivoluzione del rettan- 
golo della medesima buse e deila medesima altezza. 

Dunque se un triangolo ed un rettangolo etc. C. li. D. 

Scolio. Il cerchio, cui AD è il raggio, à per superficie 
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fì" • f&À * ' '* ’ / * r r ' • 

* X AD ; dunque « X AD X tìC è la misura del cilindro 
descritto da BCEF , ed — * x AD X BC è quella del 
Solido descritto dal triangolo ABG. 

PROPOSIZIONE XIII. 

V • J 

PROBLEMA. 

, \ 

c . . 

Se un triangolo faccia una rivoluzione intorno ad una 
linea condotta a piacimento fuori del triangolo da un 
suo vertice , fa d’ uopo trovare la misura del solido 
così generato. 

Supposto che il triangolo ABC ( fig. 266) faccia una Fi « * w - 
rivoluzione intorno alla linea CD tirata a piacimento fuori 
del triangolò dal suo vertice C -, fa d’ uopo trovare la 
misura del solido cosi generato. 

Prolunghisi il lato AB finché incontri l’ asse CD in 
D ; dai punti A e B abbassimi sull’ asse le perpendico- 
lari AM , BN. 

li solido descritto dal triangolo CAD à per misura 

i 1 . s ■ * -1 

( Prop. 12) 4 * X AM* X CD \ il solido descritto dal 
3 

triangolo CBD à per misura — * X BN* X CD \ dunque 

i.j i . P *. > ' ..... I 

la differenza di questi solidi od il solido descritto da ABG 
avrà per misura r t .. ;; . 

4 « ( AM* — BN* ) X CD. , 

5 . § : . 

Si può dare un’ altra forma a questa espressione. 

Dal punto 1 medio di AB conducasi 1K perpendico- 
lare a CD, e pel punto B conducasi BO parallela a CD ; 
si avrà AM + BN = 2IK ( Scolio , Prop. 1 , lib. Ili ) , 
ed AM — BN = AO ; dunque ( AM + BN ) X ( AM — 

BN ) o AM 1 — BN* = 21K X ÀO ( Prop. IO, lib. HI ). 



A 
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La misura del solido del quale trattasi è dunque espressa 

2 ' '*■'*'** 

ancora da r X IK X AO X CD. Ma se si abbassi CP 
o ■ 

perpendicolare ad AB, i triangoli ABO, DCP saranno si- 
mili e daranno la proporzione 

ao : cp : : ab : cd -, 

donde resulta 

AO K CD == CP X AB ; 

d’ altronde CP X AB è il doppio dell’ area del triangolo 1 
ABC ; quindi si à 

AO X CD = 2 ABC *, , , 

dunque il solido descritto dal triangolo ABC ancora à per 

.. . > ' • 1 ,, •?,. i ! , 

misura - * X ABC X 1K, ovvero, ciò che è la stessa cosa, 

» 5 • t - » ' 0 * • r 

• ' 1 ’ • ; '..i 

ABC X ‘J circ. 1K ( poiché ciré. IK = 2*. 1K ). 

• . * «J- 

Dunque il solido descritto dalla rivoluzione del trian- 
golo ABC à per misura l’area di questo triangolo molti- 
plicala per x due tersi della circonferenza che descrive il 
punto 1 medio della sua base. 

Dunque se un triangolo etc. C. B. F. 

Corollario. Se il lato ÀC=CB ( fig. 207), la linea 
CI sarà perpendicolare ad AB , 1’ area ABC sarà eguale 

. • • i 

* 4 t. A *4 

ad AB X Cl , e la solidità — x X ABC X IK di- 

s 

2 

venterà — r X AB X IH X CI. Ma i triangoli ABO, 

. ’ * , * 5 * » ! ». 1 1 

C1K sono simili, e danno la proporzione 

ab : bo o mn :: ci : ik * 

dunque AB X IK = MN X Cl -, dunque il solido de- 
scritto dal triangolo isoscele ABC avrà per misura 
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Scolio. La soluzione generale sembra supporre elio 
la linea AB prolungata incontri l’asse; ma i rosultamenti 
non sarebbero meno veri quando la linea AB fosse pa- 
rali ola all’ asse. • • . « 

Infatti il cilindro descritto da AMNB ( fig. 268 ) à perFi g .»«3. 

misura «. AM • MN , il cono descritto da ACM = — «. 

AM- CM •, ed il cono descritto da BCN= jJ-r.AM- CN. 

» 3 * *' . . * 

Addizionando i due primi solidi, e togliendone il terzo, si 
avrà pel solido descritto da ABC , 

r AM* [ MN -f- ^ CM i CN "j ; 

< • , 3 3 i • 

e poiché CN — CM = MN, questa espressione si riduce a 

• - : > i \ /I 1 I •' 

* AM*. | MN. « •? 

5 



ovvero 

* ON MN, ' 

ciò che si accorda coi resultamene già ritrovati. 



< 




< 



t » 
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PROPOSIZIONE XlVr 7- 

'• TEOREMA. ' 

Sieno dati più lati successiti di «n poligono regolare > il 
suo centro ed il raggio del circolo iscritto , se s ’ im- 
magini che un settore poligonale situato da una stessa 
parte del diametro faccia una rivoluzione intorno a 

questo diametro , il solido descritto atra per misura— l* 

moltiplicato pel prodotto del quadrato del raggio, del 
' circolo iscritto e per la porzione del f asse terminala 
dalle perpendicolari a quest' asse abbassate dai punti 
> ‘ estremi del settore poligonale. 

, t6t . Siano AB, BG, CD (fig. 262), più lati successivi di 
un poligono regolare 0 il suo centro- ed Ot il raggio del 
cerchio iscrittole s’immagini che il settore poligonale 
AOD situalo da una stessa parte del diametro FG l'accia 
una rivoluzione intorno a questo diametro -, dico che il 

2 — * 

solido descritto avrà per misura — -sr 01. MQ, essendo 

* 

MQ la porzione dell’ asse terminata dalle perpendicolari 
estreme AM , DQ. \ * 

Infatti , poiché il poligono è regolare , tutti i trian- 
goli AOB, BQC, COD sono eguali ed isosceli. Ora secondo 
il corollario della proposizione precedente il solido gene- 

, 2 3 

rato dal triangolo isoscele AOB à per misura — «’ 01 - MN ; 

O 

2 — * 

il solido descritto dal triangolo BOC à per misura— * 01 f 

NP •, ed il solido descritto dal triangolo COD à per mi- 
2 — * 

sura — « 01 , PQ. Dunque la somma di questi solidi 
3 > 

od il solido intero descritto dal settore poligonale AOD 
avrà per misura 
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—*.01 . [ MN -f- NP + PQ ] o ìT. 01 . MQ. 

Dunque te siano dati più lati eie. C. B. D. 
PROPOSIZIONE XV. 

TE0BEMA. 

Ogni settore sferico d per misura la zona che gli servo 
di base moltiplicala pel terzo del raggio ; e la sfera 
intera à per misura la sua superficie moltiplicata pel 
terzo del raggio. 

Sia ABC ( fig. 269 ) il settore circolare che colla siiaFif »&,. 
rivoluzione intorno ad AC descrive il settore sferico ; la 
zona descritta da AB essendo AD X circ. AC o2r. AG 
X AD ( Prop. •//); dico che il settore sferico avrà per 

A ® 

misura questa zona moltiplicata per - AC o sia - jt. AC* 

3 3 

x ad. 

Infatti l.° suppongasi , se è possibile , che questa 
2 — * . 

quantità AC X AD sia la misura di un settore sfe- 
rico maggiore, per esempio, del settore sferico descritto 
dal settore circolare ECF simile ad ACB. 

Iscrivaci nell' arco EF la porzione di poligono rego- 
lare EMNF, i cui lati non incontrino l’arco AB; immaginisi 
quindi che il settore poligonale ENFG giri intorno ad EG 
nel medesimo tempo che il settore circolare ECF. Sia Gl 
il raggio del cerchio iscritto nel poligono , e sia abbas- 
sata FG perpendicolare sopra EC. Il solido descritto dal set- 

2 —• » 

tore poligonale avrà per misura ^ *>. X CI X EG (Prop. 

44 ) ; ora CI è maggiore di AC, per costruzione, ed EG 
é maggiore di AD ; poiché , tirando AB , EF , i trian- 
goli EFG, ABD, che sono simili, danno la proporzione 

eg ; ad fg : bd cf :cb ; 

dunque 

Leoendbb Geom. Solida 17 



Digitized by Google 




150 



EG > AD. 

2 — » 

Per questa duplice ragiono — *Cl • EG è maggiore 

t) 

2 — t 

di — r. CA . AD; la prima espressione è la misura del 
o 

solido descritto dal settore poligonale, la seconda è, per 
supposizione, quella del settore sferico descritto dal set- 
tore circolare EGF -, dunque il solido descritto dal settore 
poligonale sarebbe maggiore del settore sferico descritto 
dal sei (ore circolare. Ora , al contrario, è evidente che 
il solido cui si tratta è minore del settore sferico, giac- 
ché vi è contenuto ; dunque la supposizione dalla quale 
si è partito non può sussistere } dunque l.° la zona o 
la base di un settore sferico moltiplicala pel terzo del 
raggio non può misurare un settore sferico maggiore. 

Dico 2.° che il medesimo prodotto non può misura- 
re un settore sferico minore. Poiché sia CEF il settore 
circolare che colla sua rivoluzione genera il settore sfe- 

2 — * 

rico dato, e suppongasi, se è possibile, che — CE . EG 

sia la misura di un settore sferico minore, per esempi» 
di quello che proviene dal settore circolare ACB. 

Restando la slessa la costruzione precedente, il soli- 
do descritto dal settore poligonale avrà sempre per misu- 

2 -, 

ra — r. CI . EG; ma CI è minore di CE -, dunque il so- 
o 

2 * 

lido è minore di — t. CE*. EG che, per supposizione, 

è la misura del settore sferico descritto dal settore cir- 
colare ACB. Dunque il solido descritto dal settore poli- 
gonale sarebbe minore del settore sferico descritto da 
ACB. Ora, al contrario, il solido cui si tratta è maggio- 
re del settore sferico, poiché questo è contenuto nell’al- 
tro. Dunque 2.° è impossibile che la zona di un settore , 
sferico moltiplicata pel terzo del raggio sia la misura di 
un settore sferico minore. 

Dunque ogni settore sferico à per misura la zona 
che gli serve di base moltiplicata pel terzo del raggio. 
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Un settore circolare ACB può aumentare fino a di- 
venire eguale al semicerchio ; allora il settore sferico 
descritto dalla sua rivoluzione è la sfera intera. Dunque 
la solidità della sfera è eguale alla sua superficie molti- 
plicata pel terzo del suo raggio. C. B. D. 

Corollario. Essendo le superficie delle sfere come i 
quadrali dei loro raggi, queste superficie moltiplicate pei 
raggi stanno come i cubi dei raggi medesimi. Dunque 
le solidità di due sfere stanno come i cubi dei loro raggi 

0 come i cubi dei loro diametri. 

Scolio. Sia R il raggio di una sfera; la sua superfi- 

, li 

eie sara 4*11% e la sua solidità X ^ R, ° — *U*. 

\ 

Se si chiama D il diametro, avremo R = — D , ed R s 

l 

=s — D' ; dunque la solidità esprimesi ancora con 

O 

1 D>,oJ„D>. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOBBMA. 

La superficie della sfera sta alla superficie totale del ci- 
lindro circoscritto ( comprendendovi le sue basi ) come 
2 sta a 3. Le solidità di questi due corpi stanno fra 
loro nel medesimo rapporto. 

Sia MPNQ ( fig. 270) il cerchio massimo della sfe-Fi,-*;.. 
ra, ABCD il quadrato circoscritto : se si fa girare insie- 
me il semicerchio PMQ ed il semiquadrato PADQ intor- 
no al diametro PQ , il semicerchio descriverà la sfera , 
ed il semiquadrato descriverà il cilindro circoscritto alla 
stessa sfera ; dico che la superficie della sfera sta alla 
superficie totale del cilindro circoscritto come 2 sta a 3; 
e le solidità di questi due corpi stanno fra loro nel me- 
desimo rapporto. 

L’altezza AD di questo cilindro è eguale al diametro 
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t>Q , la base del cilindro è cguate al cerchio massimo * 
giacché à per diametro AB eguale ad MN -, dunque la su- 
perficie convessa del cilindro ( Prop. 4 ) è eguale alla 
circonferenza del cerchio massimo moltiplicata pel suo 
diametro. Questa misura è la medesima di quella della 
superficie della sfera ( Prop. 40) ; d* onde segue che 
la superficie della sfera è eguale alla superficie convessa 
del cilindro circoscritto. 

Ma la superficie della sfera è eguale a quattro cerchi 
massimi •, dunque la superficie convessa dei cilindro cir- 
coscritto è anch’ essa eguale a quattro cerchi massimi: 
se Vi SÌ aggiungano le due basi che equivalgono a due 
cerchi massimi , la superficie totale del cilindro circo- 
scritto sarà eguale a sei cerchi massimi •, dunque la su- 
perficie della sfera sta alla superficie totale del cilindro 
circoscritto come 4 sta a 6, o come 2 sta a 5. Questo è 
il primo punto che si trattava di dimostrare. 

In secondo luogo, poiché la base del cilindro circo- 
scritto è eguale ad un cerchio massimo, e la sua altezza 
ni diametro, la solidità del cilindro sarà eguale al cerchio 
massimo moltiplicato pel diametro ( Prop. 4). Ma la so- 
lidità della sfera è eguale a quattro cerchi massimi mol- 
tiplicati pel terzo del raggio ( Prop. 43) , lo che ridu- 

4 

cesi ad un cerchio massimo moltiplicato per -g del raggio 
2 

o per — del diametro ; dunque la sfera stà al cilindro 

circoscritto come 2 sta a 3 , e per conseguenza le so- 
lidità di questi due corpi stanno fra loro come le loro 
superficie. 

Dunque la superficie della sfera sla alla superficie 
totale del cilindro circoscritto [ comprendendovi le sue 
basi ] come 2 sta a 3 ; le solidità ai questi due corpi 
sono fra loro nello stesso rapporto. C. B. D. 

Scolio. Se s' immagini un poliedro, dii tutte le facce 
tocchino la sfera, questo poliedro potrà esser considerato 
come composto di piramidi che ànno tutte per vertice il 
centro della sfera, e le cui basi sono le differenti facce del 
poliedro. Ora è chiaro che tutte queste piramidi avranno 
per altezza comune il raggio della sfera-, talmentecchè ogni 
piramide sarà eguale alla faccia del poliedro che le serve 
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di base , moltiplicala pel terzo del raggio ; dunque il 
poliedro Intero sarà eguale alla sua superficie moltipli- 
cata pel terzo del raggio della sfera iscritta. 

Si vede da ciò che le solidità dei poliedri circoscritti 
ad una sfera stanno fra loro come le superficie di que- 
sti medesimi poliedri. Così la proprietà che abbiamo di- 
mostrata pel cilindro circoscrii to è comune ad una in- 
finità di corpi. 

Si poteva osservare egualmente che le superficie dei 
poligoni circoscritti al cerchio stanno fra loro come i re- 
spettivi loro contorni. 

PROPOSIZIONE XVII. 

PBOBLEIUA. 

Se t m segmento circolare faccia ma rivoluzione intorno 
ad un diametro esterno a questo segmento , trovare il 
valore del solido generalo . 

Se si supponga che il segmento circolare BMD (fig.87i) ri **ì*' 
faccia una rivoluzione intorno ad un diametro AC esterno 
n questo segmento *, fa d’ uopo trovare il valore del so- 
lido generato.. Abbassasi sull’ asse le perpendicolari BE, 
t)F *, dal centro C conducasi C! perpendicolari alla corda 
BD ; e tirinsi i raggi CB , CD. 

2 — 

Il solido descritto dal settore BCÀ = — a*. CB. AE 

2 - 

{Prop. 45)\ il solido descritto dal settore DCA=— *.CB. 

AF ; dunque la differenza di questi due solidi od il solido 

2 2 

descritto dal settore DCB = -a ». CB*. (AF — AE)=~ r. 

O o 

CB.* EF. Mi il solido descritto dal triangolo isoscele 
DCB à per misura — Cf.* EF ( Prop. 14 ) j dun- 
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que il solido descritto dal segmento BMD = — *. EF. 

3 



(CB* — CI* ). Ora nel triangolo rettangolo CBI si à CB — 
Cl*= Bl =1 BD*} dunque il solido descritto dal segmento 



i : 

BMD avrà per misura % * . EF. Ìbd 1 , ossia ~ ir BD*. EF. 
o 4 o 

Quindi se un segmento circolare faccia una rivolu- 
zione intorno ai un diametro esterno a questo segmento 
si è trovalo il valore del solido generalo. C. B. F. 
Scolio. 11 solido descritto dal segmento BMD sta alla 

J — J ^ 

sfera che à per diametro BD. come- ir, BD*. EF sta a? 

' o o 

• ' , t • 

BD 3 , ovvero :: EF : BD. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Ogni segmento di sfera compreso fra due piani paralleli 
à per misura la semisomma delle sue basi moltiplicata 
per la sua altezza, più la solidità della sfera, cui que- 
sta medesima altezza è il diametro. 

Siano BE, DF ( fig. 211) i raggi delle basi del seg- 
mento, EF la sua altezza, talmente che il segmento sia 
generato dalla rivoluzione dello spazio circolare BMDFE 
intorno all’asse FE } dico che il segmento di sfera à per 
misura la semisomma delle sue basi moltiplicata per la 
sua altezza, più la solidità della sfera, cui questa me- 
desima altezza è il diametro. 

Il solido descritto dal segmento BMD ( Prop. 11 ) è 
eguale ad j 

v. Bl)\ EF ; 

il tronco di cono descritto dal trapezio BDFE ( Prop. 6 ) 
è eguale 
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ì *. EF. (BE* + DF* + BE. DF>, 

dunque il segmento della sfera che è la somma di que- 
sti due solidi è eguale ad 

\ *. EF [ 2 BE* + 2 DF* +2 BE. DF + BD* ]. 

Ma congiungendo BO parallela ad EF , sì avrà 

DOrDF-BE,!»’ =DF* — 2DF. BE +BE* ( Prop. 9, lib. 
Ili), e per conseguenza 

1 . 

BD* = BO + DO = ÈF* -f- DF — 2DF X BE+ BE* . 

Metlendo questo valore in vece di BD* nell* espressio- 
ne del segmento , e cancellando ciò che distroggesi, si 
avrà per la solidità del segmento 

- <EF. [ 3 BE* + 3 DF* -f ÉF* } j 

espressione che si decompone in due parti ; una cioè 

\ *.EF. J 3BE* + 3DF # | , 

♦ssja 




è la semisomma delle basi moltiplicata per l’altezza ; l’altra 

» 

1 — j 

g* X EF 

rappresenta la sfera, il cui diametro è EF ( Scolio. Prop. 
45). Dunque ogni segmento di sfera etg, C. B. D. 
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Corollario. Se una delle basi è nulla, il segmento de 
quale trattasi diventa un segmento sferico ad una sola base; 
dunque, ogni segmento sferico ad una sola base equivale 
alla metà del cilindro della medesima base e della medesima 
altezza, più la sfera che à questo diametro per altezza . 

SCOLIO GENERALE. 

e T 

Sia A il raggio della base di un cilindro , A la sua 
altezza ; la solidità del cilindro sarà 

trR* X H o «R*H. 

Sia R il raggio della base di un cono, H la sua al« 
tezza ; la solidità del cono sarà 

*R* X |ho i^R*H. 

Siano A e B i raggi delle basi di un cono troncato, 
H la sua altezza ; la solidità del tronco di cono sarà 

i*H J A* + B* + Ab|. 

Sia R il raggio di una sfera ; la sua solidità sarà 




Sia R il raggio di un settore sferico, H l’altezza della 
zona che gli serve di base ; la solidità del settore sarà 

2 

4 «R’H. 

a 

Siano P e Q le due basi di un segmento sferico, H la 
sua altezza ; la solidità di questo segmento sarà 

{ l i ì !- h +4* hs ■ 

Se il segmento sferico non à che una base P, l’ altra 
essendo nulla ; la sua solidità sarà 

ÌPH+Ì.H-. 

FINE DELLA gEOMETfilA SOLIDA. 
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NOTE 

AGLI ELEMENTI DI GEOMETRIA 



NOTA PRIMA 

SOPRA ALCUNI NOMI e DEFINIZIONI. 



Alcune nuove espressioni e definizioni sono sfate in- 
trodotte in questi elementi che il linguaggio geometrico 
più esatto e preciso rendono. Parleremo ora questi can- 
giamenti ed altri ne verranno proposti che più comple- 
tamente alle stesse osservazioni soddisfare potrebbero. 

Nella definizione ordinaria del parallelogrammo ret- 
tangolo e del quadrato si dice che gli angoli di queste 
figure sono retti ; sarebbe più esatto il dire che i loro 
aiigoli sono eguali. Infatti supporre che i quattro angoli , 
di un quadrilatero possono esser retti , come pure che 
gli angoli retti sono eguali tra loro, è un supporre pro- 
posizioni che anno bisogno di essere dimostrate. Si evi- 
terebbe questo inconveniente e molti altri del medesimo 
genere, se, in vece di porre le definizioni secondo l’uso 
al principio di un libro , si distribuissero nel corso del 
libro medesimo , ciascuna nel luogo dove ciò che la de* 
finizione suppone sia stato digià dimostrato. 

La parola parallelogrammo , secondo la sua etimolo- 
gia, significa linee parallele; questa parola non conviene 
più alla figura di quattro lati, che a quella di sei, di otto 
etc., i cui lati opposti fossero paralleli. La parola paralle- 
lepipedo significa parimente piani paralleli ; e perciò non 
indica più il solido a sei facce , che quelli i quali ne 
avessero otto, dieci, etc. cui gli opposti fossero paralleli. 
Sembrerebbe dunque che le denominazioni di parallelo- 
grammo e parallelepipedo che d’altronde ànno l’inconve- 
niente di esser lunghissime , dovessero esser tolte dalla 
geometria. Si potrebbero a loro sostituire quelle di rombo 
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e romboide che sono molto più comode, e conservare fi 
nome di losanga al quadrilatero, i cui lati sono tutti eguali. 

La parola inclinazione dev’ essere considerata nel me- 
desimo senso di quella di angolo ; l’ima e l’altro indicano 
la maniera di essere di due linee o di due piani che s’in- 
contrano , ov vero che prolungati s’ incontrerebbero. La 
inclinazione di due linee è nulla allorché l’angolo è nullo , 
vale a dire allorché le due linee son parallele o coinci- 
denti. La inclinazione è maggiore allorché l’augolo è mag- 
giore od allorché le due linee fanno tra-loro un angolo mol- 
to ottuso. La qualità d’tnch'nflre è presa in un senso diffe- 
rente; nua linea inclina tanto piu sopra un’altra, quanto 
essa si allontana più dalla perpendicolare a quest’ ultima. 

Eocliue ed altri autori chiamano spesso triangoli eguali 
i triangoli che non sono eguali se non che in superficie, 
e solidi eguali i solidi che non sono eguali se non che in 
solidità. Ci è sembrato più convenevole chiamar questi 
triangoli o questi solidi, triangoli o solidi equivalenti , o 
di riserbare la denominazione di triangoli eguali e solidi 
eguali a quelli che posson coincidere per soprapposizione.- 

Dippiù è necessario distinguer nei solidi e superficie 
curve due specie di eguaglianza che sono differenti, fu 
•effetto due solidi, due angoli solidi, due triangoli o poli- 
goni sferici posson essere eguali in tutte le loro parti co- 
stituenti, senza poter nulladimeno coincider per soprappo- 
sizioue. Sion sembra che questa osservazione sia stata fatta 
nei libri elementari, e frattanto bisogna aver riguardo a 
certe dimostrazioni fondate sopra la coincidenza delle fi- 
gure che non riescono esatte. -Tali sono quelle dimostra- 
zioni,’ in virtù delle quali molti autori pretendono di pro- 
vare l’eguaglianza dei triangoli sferici nei medesimi casi 
e nella stessa maniera che quella dei triangoli rettilinei \ 
sopra Hutto se ne vede un esempio allorché Roberto Sim~ 
ion (i) attaccando la dimostrazione della prop. XXVflI del 
libro XI di Euclide cade egli stesso nell’ inconveniente di 
fondar la sua dimostrazione sopra una coincidenza che non 
esiste. Si è dunque creduto di dover dare un nome par- 
ticolare a questa eguaglianza che non porta alla coinci- 
denza; noi l’abbiamo chiamata eguaglianza per simmetria; 



(t) Vedasi P opera di questo autore intitolata: Euclidis 
elementorum libri sex , eie. Clasguae , 

* • " \ 
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é le figure che sono in questo caso le chiamiamo figure 
simmetriche. 

Quindi le denominazioni di figure eguali, figure sim- 
metriche, figure equivalenti si rapportano a cose diverse, 
e non debbono esser confuse in una sola denominazione. 

Nelle proposizioni che riguardano i poligoni, gli angoli 
solidi ed i poliedri abbiamo escluso quelli i quali aves- 
sero angoli rientranti. Perchè, oltre alla convenienza di 
limitarsi negli elementi alle figure più semplici, se que* 
sta esclusione non avesse luogo, certe proposizioni o non 
sarebbero vere o avrebbero bisogno di modificazione. Ci 
siamo dunque ristretti alla considerazione delle linee e 
.delle superficie che chiamiamo convesse , e che son tali 
che una linea retta non può tagliarle in più di due punti. 

Abbiamo impiegato molto frequentemente V espres- 
sione prodotto di due o di un maggior numero di linee , 
per il quale s’ intende il prodotto dei numeri che rap- 
presentano queste linee , -valutandole secondo una unità 
lineare presa a piacimento. Il senso di questa espressione 
essendo cosi determinato non vi è alcuna diflìeollà nei- 
l’usarla. S’ intenderà nella maniera medesima ciò che si- 
gnifica il prodotto di una superficie per una linea, di una 
superficie per un solido, eie. *, basta avere stabilito una 
volta per sempre che questi prodotti sono o debbono es- 
sere considerati come prodotti di numeri, ciascuno della 
specie che gli conviene. Così il prodotto di una super- 
ficie per un solido non è altra cosa che il prodotto di un 
numero di unità superficiali per un numero di unità solide. 

Spesso nel discorso ci serviamo della parola angolo 
per dinotare il punlo situato al suo vertice: questa espres- 
sione è viziosa. Sarebbe più chiaro e piu esalto espri- 
mere con un nome particolare, come quello di vertici , 
i punti situati alle cime degli angoli di un poligono e di 
un poliedro. Ecco come si deve intendere la denomina- 
zione di vertici di un poligono e di un poliedro , dei quali 
n’ è sialo fatto uso. 

Abbiamo seguila la definizione ordinaria di figure retti- 
linee simili ; ma noi osserveremo che esse contengono tre 
coudizioni superflue. Infatti per costruire un poligono, il 
cui numero di lati sia n , bisogna in primo luogo cono- 
scere un lato, ed in seguito avere la posizione dei vertici 
degli angoli situati fuori di questo lato. Ora il numero di 
questi angoli è n — 2 , e la posizione di ciascun vertice 
esige due dati -, dal che si vede che il numero totale dei 
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dati necessari per costruire un poligono di » lati è 1 -fi 
2 n— 4, ovvero 2n— 3. Ma nel poligono simile vi è un lato 
a piacimento, e così il numero delle condizioni necessa- 
rie perchè un poligono sia simile ad un poligono dato è 
2n— 4. Ora la definizione ordinaria esige l.°che gli angoli 
sieno respettivamenle eguali, e vale a dire n condizioni; 
2.° che i lati omologhi sieno proporzionali , il che vuol 
dire n — 1 condizioni. Vi sono dunque 2n— t condizioni, 
cioè tre di più. Per ovviare a questo inconveniente si 
potrebbe decomporre la definizione in due altre ; cioè : 

4.° Due triangoli sono simili quando anno due an- 
goli respetlivamente eguali. 

2.° Due poligoni sono simili quando si possono for- 
mare nell ’ uno e nell' aUro un medesimo numero dei trian- 
goli respetticamente simili e similmente disposti. 

Ma affinché quest’uitima definizione non contenga essa 
pure condizioni superflue, fa d’ uopo che il numero dei 
triangoli sia eguale al numero dei lati meno due; ciò pub 
succedere in due maniere. Si possono condurre da due 
angoli omologhi diagonali agli angoli opposti ; allora tutti 
i triangoli formati in ciascun poligono avranno un ver- 
tice comune , e la loro somma sarà eguale al poligono; 
ovvero si può supporre che tutti i triangoli formati in 
un poligono abbiano per base comune un lato del polì- 
gono , e per vertici quelli de’ differenti angoli opposti 
zilla detta base. Nell’ uno e P altro caso il numero dei 
triangoli formati da una parte e dall’altra essendo n — 2, 
le condizioni della loro similitudine saranno in numero di 
2n — 4 ; e la definizione non conterrà nulla di superfluo. 
Posta questa nuova definizione 1’ altra diventerà un teo- 
rema che si potrà immediatamente dimostrare. 

Se la definizione delle figure rettilinee simiK è im- 
perfetta nei libri di elementi , quella dei solidi poliedri 
simili lo è ancora di più. In Euclide questa definizione 
dipende da un teorema non dimostrato ; negli altri au- 
tori à l’ inconveniente di aver molto del superfluo. Noi 
abbiamo dunque rigettale siffatte definizioni dei solidi si- 
mili , e ne abbiamo sostituita un’ altra fondata sopra i 
principi pocanzi esposti. Ma siccome vi son molle osser- 
vazioni da fare sopra questo soggetto , ritorneremo a 
parlarne in una particolare nota. 

La definizione della perpendicolare ad un piano può 
essere riguardata come un teorema ; quella poi delPinchn»- 
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jsione di due piani à bisogno pure dì essere giustificata 
mercè un ragionamento ; altre son nel medesimo caso. 
Ecco perchè nel conservare queste definizioni secondo 
1' uso antico abbiano curato citar le proposizioni ov'esse 
son dimostrate -, qualche volta ci siam contentati di ag- 
giungere un piccolo schiarimento. 

L’ angolo formato dall’ incontro di due piani e l'an- 
golo solido formato dall’ incontro di più di due piani iu 
un medesimo punto sono grandezze , ciascuna delia sua 
specie , alle quali forse tornerebbe in acconcio di dar 
nomi particolari. Senza ciò egli è difficile di evitare l’o- 
scurità e la circonlocuzione quando si parla delie dispo- 
sizioni dei piani che compongono la superficie di un po- 
liedro. E siccome la teorica di questi solidi è stata fino 
al presente poco coltivata, è meno disconvenevole intro- 
durvi nuove espressioni, se esse sono richieste dalla na- 
tura delle cose. 

Io proporrei di chiamar cuneo 1’ angolo formato da 
due piani ; la costola o vertice del cuneo sarebbe 1’ in- 
tersezione comune di quei due piani. Il cuneo s’ indi- 
cherebbe con quattro lettere, le due medie corrisponde- 
rebbero alia costola. Allora un cuneo retto sarebbe l’an- 
golo formato da due piani perpendicolari tra loro. Quat- 
tro cunei retti riempierebbero tutto lo spazio angolare 
solido intorno ad una linea retta data. Questa nuova de- 
nominazione non impedirebbe che il cuneo non avesse 
sempre per sua misura 1’ angolo formato dalle due per- 
pendicolari condotte in ciascuno dei piani da un mede- 
simo punto del vertice od intersezione comune. 

NOTA SECONDA 

Sopra la dimostrazione della proposizione XIX , Uh. I, 
t di qualche altra proposizione fondamentale della geometria. 

La dimostrazione data nel testo nella proposizione XIX 
è forse la più diretta che si possa trovare nel genere 
puramente elementare ; speriamo eh’ essa sia accolta dar- 
gli amatori della esattezza geometrica, e rh’ essa faccia 
finalmente dissipare dagli elementi la imperfezione alla 
quale fin’ ora è stata soggetta In teorica delle parallele. 

Profitteremo di questa occasione onde fare alcune nuo- 
ve osservazioni sulla dimostrazione che avevamo data dell» 
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tìiedesimii proposizione nella 3.* edizione dì questa ope» 
ra , pubblicata nel 1800 e nelle seguenti edizioni lino 
all’ 8.* inclusivamente ; è necessario perciò di richiamare 
succintamente il principio sul quale questa dimostrazione 
è stata fondata. • 

Abbiamo dimostrato da principio in una manièra rigo- 
rosa, che la somma degli angoli di un triangolo non può 
essere maggiore di due angoli retti, proposizione che se-* 
para in un colpo con una differenza essenziale i triangoli 
rettilinei dai triangoli sferici ; stabilita questa prima parte 
restava a provare che la somma degli angoli non può 
essere minore di due angoli retti ; ora come 1’ eccesso 
dei tre angoli sopra due angoli retti, quale à luogo nei 
triangoli sferici, è proporzionale all’ area del triangolo; 
similmente il deficit , se ve ne fosse ne’ triangoli retti- 
linei, sarebbe proporzionale all’area del triangolo. Dopo 
ciò è facile vedere che se si potesse costruire con un 
triangolo dato un altro triangolo nel quale il triangolo 
dato sia contenuto almeno m volte, il deficit di questo 
nuovo triangolo eguaglierà almeno in volle il deficit del 
triangolo dato ; in modo che la somma degli angoli del 
triangolo maggiore diminuirà progressivamente a misura 
che m aumenta, fino a diventar nulla o negativa. Resul- 
tato assurdo e che dimostra che la somma degli angoli di 
un triangolo non può essere minore di due angoli rei ti. 

Prendendo per guida questo principio di dimostra- 
zione che è infallibile , abbiamo fatto vedere che tutta 
la difficoltà si riduceva a costruire un triangolo che con- 
tenesse al meno due volte il triangolo dato ; ma la so- 
luzione che abbiamo data di questo problema, in appa- 
renza semplicissimo , suppone che per un punto dato io 
un angolo minore di due terzi io un angolo retto , si 
possa sempre far passare una linea retla che incontrasse 
nel tempo stesso i due lati dell’ angolo dato. 

Ci eravamo così avvicinati di molto al nostro fine, 
ma non l’avevamo intieramente seguito, poiché la nostra 
dimostrazione dipendeva da un postulatimi che con ogni 
forza poteva essere negato (*). Questa considerazione ci à 



(*) Si vede in un articolo del Philosophical magazine del 
marzo 1822, che un dotto geometra à saggialo di perfe- 
zionare questa dimostrazione e di renderla indipendente da 
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fallo rinvenire nella nona edizione al semplice andamento 
di Euclide , rinviando alle noie la dimostrazione rigorosa. 

Esaminando le cose con maggiore attenzione siamo 
rimasti convinti che per dimostrare completamente il no- 
stro poslulalum bisognava dedurre dalla definizione della 
linea retta una proprietà caratteristica di questa linea che 
esclude ogni simiglianza con la forma di una iperboli! 
compresa tra i suoi due asintoti. Ecco qual è a questo 
riguardo il resultato delle nostre ricerche. 

Sia BAC ( fig. 274 ) un angolo dato , cd M un punlov, t /x : \. 
dato dentro di esso ; dividasi l'angolo BAC in due egual- 
mente con la retta AD, e dal punto M tirisi MP perpen- 
dicolare sopra AD ; dico che la retta MP prolungata in 
un senso e nell’ altro incontrerà necessariamente i due 
lati dell' angolo BAC. 

Poiché se essa incontra un lato di quest’ angolo , 
incontrerà P altro , essendo il lulto eguale ne’ due iati 
a partire dal punto P ; se essa non incontrasse un Iato, 
non incontrerebbe l’altro per la medesima ragione; cosi 
in quest’ ultimo caso essa dovrebbe essere racchiusa tutta 
intera nello spazio compreso tra i lati dell’ angolo BAC; 
ora , ripugna alla natura della linea retta che una tal 
linea , indefiuitivameule prolungata , possa essere rac- 
chiusa in un angolo. 

In fatti, ogni linea retta AB ( fig. 215') tirata sopraF, g ., 7 s. 
un piano ed indefinitamente prolungata ne’ due sensi di- 
vide questo piano in due parli che essendo soprapposte 
coincidono in tutta la loro estensione e sono perfettamen- 
te eguali. La parte AMB del piano totale, situala dal lato 
di AB, è eguale in tutto alla parte AM'B situata dall’al- 
tro lato ; poiché se si prende un punto fisso C sopra la 
retta AB, ogni altro punto M della parte AMB sarà deter- 
minato dalla distanza CM e dall’ angolo ACM ; prcnden- 



ogni postulatum ; ma la costruzione impiegata per dimo- 
strare la seconda parte consiste a tirare da un punto dato 
differenti rette a tutti i vertici di una linea che si deve 
considerare come poligonale , per ragionare nell' ipotesi 
di colui che nega la proposizione : ora la convessità di 
questa linea , se essa avesse luogo , non permetterebbe di 
continuare indefinitamente la costruzione dell' autore , co- 
me bisognerebbe per l' esattezza, della sua dimostrazione. 
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do dunque dall’altro iato ira angolo ACM' ±r ACM ed unà 
disianza CM' ss CM è evidente che i punti M ed M' 
avranno la medesima situazione nelle due parti del piano, 
e che queste due parti essendo soprapposte, i punti M 
cd M' si confonderanno in un solo. 

Suppongasi ora, se è possibile, che una linea retta 
indefinita XY sia racchiusa tutta intiera in uno spazio an- 
golare qualunque, per esempio, nell’ angolo BCM , essa 
non potrà che dividere in due parti eguali od ineguaN 
la parte del piano compresa nell’ angolo BCM ; questa 
parte à la sua corrispondente BCM' situata dall’ altro lato 
BC -, ma come oltre queste due parti eguali del piano , 
re ne sono due altre racchiuse negli angoli eguali ACM, 
ACM', si vede che lo spazio angolare BCM non è la metà 
di lutto il piano; dunque la linea retta XY che si sup- 
pone dividere in due porzioni lo spazio BCM, non potrà 
dividere che in due parti ineguali la totalità del piano r 
ciò che è contrario alla natura delta linea retta. 

Con questo principio semplicissimo, non solamente il 
postulatum che impediva la nostra dimostrazione essere 
rigorosa si trova dimostrato , ma si può ancora dimo- 
strare immediatamente il postulatimi di Euclide. Questo 
postulatum si riduoe facilmente , come si sa, al caso ia 
rig.*j6 cui una di queste rette AC ( pg. 27€) essendo perpen- 
dicolare ad AB , 1* altra retta DB fa con AB un angolo 
ABD minore di un retto. Si tratta dunque dimostrare che 
in questo caso BD prolungata deve incontrare AC. 

In fatti, ciò non essendo, prolungando AC verso C* 
e facendo l’ angolo ABD' ss ABD , la retta CC' sarebbe 
compresa tutta intera nell’ angolo DBD' minore di due 
retti , il che è impossibile. 

Lasciamo ai geometri il decidere se questa dimostra- 
zione non meriterebbe di essere ammessa negli elementi 
a preferenza di qualunque altra per ristabilire 1* anda- 
mento di Euclide divenuto intieramente rigoroso con la 
soppressione del suo postulatum. 

Noi ci proponiamo intanto di far vedere che si può 
impiegar l’analisi con molto vantaggio per dimostrare ri- 
gorosamente la proposizione XIX e le altre proposizioni 
fondamentali della geometria. Questo è ciò che sviluppe- 
remo con tutto il dettaglio necessario , cominciando dati 
teorema sopra la somma destre angoli del triangolo. 

Si dimostra immediatamente con la soprapposizione t 
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e senza alcuna proposizione preliminare che due triangoli 
sono eguali quando anno un lato eguale adiacente a due 
angoli rcspeltivamente eguali. Chiamiamo/) il lato del quale 
si tratta , A e B i due angoli adiacenti, C il terzo ango- 
lo. Bisogna dunque che l’angolo C sia interamente deter- 
minato quando si conoscono gli angoli A e B col iato p\ 
inibiti , se diversi angoli C potessero corrispondere ai tre 
dati elementi A, B, /), vi sarebbero altrettanti triangoli 
differenti che avrebbero un lato eguale adiacente a due 
angoli respettivamente eguali, il che è impossibile; dun- 
que 1’ angolo C dev’essere una funzione determinala delle 
tre quantità A, B, p\ il che esprimo così, C=9 : (A, B .p). 

Sia 1» angolo retto eguale all’unità , allora gli angoli 

A, B, C saranno numeri compresi tra o e 2 ; e poiché 
£— <p I ( A, B,/>) , dico che la linea p non dcv’ entrare 
nella funzione 9. Infatti si è veduto che C debb’ essere 
interamente determinato dai soli dati A , B, p senz’altro 
angolo nè linea qualunque: ma la linea p è eterogenea con 
i numeri A, B, C; e, se si avesse una equazione tra A, 

B, C, p, si potrebbe ricavare il valore di p in A, B; G; 
e da ciò ne resulterebbe che p è eguale ad un numero, 
il che è assurdo ; dunque/) non può entrare nella funzio- 
ne 9 *, e si à in conseguenza semplicemente C=9 *. (A, 
B ) • • • . (!)• 



(1) Si è opposto a questa dimostrazione che , se essa 
fosse applicata parola per parola ai triangoli sferici , ne 
resulterebbe che due angoli cogniti basterebbero per deter- 
minare il terzo ; il che non à luogo in questa sorta di tri- 
angoli. La risposta è che nei triangoli sferici evvi un ele- 
mento di più che nei triangoli piani , e questo elemento è il 
raggio della sfera , dal quale non si dee fare astrazione. 
Sia dunque r questo raggio ; allora, in vece di avere C—y 
C A B, p ), si avrà ( A , 2? , p , r ) , 0 solamente 

C=x 9 ^ A , 2? , H ^ , m virtù della legge degli omogenei. 

Ora, poiché il rapporto — è un numero , come pure A , 
* « 
Lfgendbk Geom. Solida 49 
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Quosla forinola prova di già clic se due angoli di un 
triangolo sono eguali a due angoli di un altro triangolo, 
il terzo debb’essere eguale al terzo* e, ciò posto, è facile 
di arrivare al teorema che noi abbiamo in considerazione. 
n$.io 9 . sia primieramente ABC ( fig. 109 ) un triangolo ret- 
tangolo in A *, dal puuto A abbassate AD perpendicolare 
sopra I’ ipotenusa. Gli angoli B e D de! triangolo ABD 
sono eguali agli angoli B ed A del triangolo BAC; dun- 
que , secondo ciò che abbiam dimostrato, il terzo BAD è 
eguale al terzo C. Per la medesima ragione l’angolo DAC=B* 
dunque BAD -f- DAC o BAC = B -j- C: ora 1* angolo BaC 
è rei lo * dunque i due angoli acuii di un triangolo ret- 
tangolo, presi insieme , equivalgono ad un angolo retto, 
wif.iit. Sia in seguilo BAC (/ ig . 112) un triangolo qualunque, 
e BC un lato che non sia minore di ciascuno degli ultri* 
,■ due: se dall’angolo opposto A si abbassi la perpendicolare 
AD sopra BC, questa perpendicolare cadrà dentro del tri- 
angolo ABC, e lo dividerà in due triangoli rettangoli BAD, 
DAC: ora nel triangolo rettangolo BAD i due angoli BAD, 
ACD equivalgono insieme un angolo retto: nel triangolo 
rettangolo ,DAC i due angoli DAC, ACD equivalgono pure 
un angolo retto * dunque i quattro angoli riuniti o sola- 
mente i tre BAC, ABC, ACB equivalgono insieme due an- 
goli retti -, dunque in ogni triangolo la somma dei tre 
angoli è eguale a due angoli retti. 

Da ciò si vede che questo teorema , considerato a 
priori , non dipende punto da un concatenamento di pro- 
posizioni , e che aiizi si deduce immediatamente dal prin- 
cipio deli’ omogeneità * principio che deve aver luogo in 
ogni relazione tra quantità qualunque esse siano. Ma 
/ proseguiamo e facciam vedere che dal medesimo possono 
ricavarsi altri teoremi fondamentali della geometria. 

Conserviamo le medesime denominazioni come sopra, 
e chiamiamo di più m il lato opposto all’angolo A, ed » 
il lato opposto ali’ angolo B. La quantità m debb'cssere 
interamente determinata dalle sole quantità A, B, p* dun- 



B, C , niente impedisce che — non si (rovi nella funzione 

r 

V, ed in lai caso non sì può più conchiudere (4, P). 

i 
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que m è una funzione di A, B, p , ed — ne è pure una 



m 



altra , di modo che si può fare ~ = 4 ; (A, B, p). Ma 



— è un numero , come pure lo souo A e B ; dunque la 
funzione 4 . non dee contenere la linea p, e si à semplice- 
mente — = 4 . : ( A, B ), ovvero m=p4 : ( A, B ). Si à 

dunque similmente n=p4 ; ( B, A ). 

Sia adesso un altro triangolo formato coi medesimi 
angoli A, B, C, ai quali sieno respettivamente opposti i 
lati m', n', p'. Poiché A e B non cangiano , si avrà in 
questo nuovo triangolo tn'^p' 4 . ; (A, B), e n'^-pf 4 ; (B, 
A ). Dunque m ; m' Il n l n' Il p l pf. Dunque nei tri- 
angoli equiangoli t lati opposti agli angoli eguali sono pro- 
porzionali. 

Da questa proposizione generale si deduce come 
caso particolare quella che noi abbiamo supposta nel testo, 
per la dimostrazione della proposizione XX. Infatti i trian- 
goli AFG, AMLànno due angoli eguali respettivamente, cioè 
1’ angolo A comune ed un angolo retto. Dunque questi tri- 
angoli sono equiangoli ; dunque si à la proporzione 

af : al :: ag : am , 

e con ciò la proposizione XX è pienamente dimostrata. 

La proposizione del quadrato dell’ipotenusaè, comesi 
sa, una conseguenza di quella dei triangoli equiangoli. Ecco 
dunque tre proposizioni fondamentali della geometria, cioè 
quella dei tre angoli di un triangolo, queila dei triango- 
li equiangoli e quella del quadrato dell’ ipotenusa, che si 
deducono semplicissimamente ed immediatamente dalla 
considerazione delle funzioni. Si possono ancora col me- 
desimo metodo dimostrare succintamente le proposizio- 
ni concernenti le figure simili ed i solidi simili. 

Sia ABCDE ( fig. 281 ) un poligono qualunque; 
do scelto uu lato AB, come base, fate tanti triangoli ABC, 
ABD , etc. sopra questa base quanti angoli C, D, E„^tc. 
sono al di fuori. Sia la base AB=:p *, sieno A e B i due 
angoli del triangolo ABC adiacenti al iato AB) si. no A' 



< * 
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e B' i due angoli del triangolo ABD adiacenti al medesi- 
mo lato AB ; e così di seguito. La figura ABCDE sarà 
interamente determinata se si conoscerà il lato p con gli 
angoli A, B , A' , B' , A 1 ' , B" , etc. ed il numero dei 
dati sarà in tutto 2 n — 3, n essendo il numero de’lati del 
poligono. Ciò posto, un lato od una linea qualunque a*, 
condotto a piacimento nel poligono , con i soli dati che 
costituiscono il poligono sarà una funzione di questi dati} 

e siccome — debb’ essere un numero, si potrà supporre 



x 

P 



=4 : ( A, B, A', B', etc. ) ovvero ar=/4 : (A, B 



j 



A', B', eie.), e la funzione 4 non conterrà p. Se con i 
medesimi augoli A, B, A', B' etc., ed un altro lato p' si 
forma un secondo poligono, si avrà per la linea ir', cor- 
rispondente od omologa a x , il valore x‘=pf 4 l (A, B, 
A', B', etc.)-, dunque x : xf : l pi j/. Si possono adun- 
que definir le figure così costrutte figure simili ; laonde 
nelle figure simili le linee omologhe sono propor zionali. 
Così non solamente i lati omologhi , le diagonali omolo- 
ghe, ma le linee terminate delia stessa maniera nelle due fi- 
gure sono tra loro come due altre linee omologhe qualunque. 

Chiamiamo S la superficie del primo poligono} questa 
superficie è omogenea al quadrato p*; bisogna dunque che 



S : 

— sia un numero, che non contenga se non se gli angoli 

A, B, A', B', ete., di modo che si avrà S=p‘ <p : (A, 

B, A', B', eie.). Per la medesima ragione , se S' è la 
superficie del secondo poligono, si avrà S'^rp ' 1 9 : ( A, 
li, A', B', etc. ). Dunque S ; S' p* ; p/ % ; dunque le 
superficie delle figure simili stanno tra loro come * qua- 
drati dei lati omologhi. 

Passiamo adesso ai poliedri. Si può supporre che una 
faccia è determinala per mezzo di un lato cognito p, e 
di più angoli A, B, C, etc. In seguito i vertici degli an- 
goli solidi , fuori di questa base, saratìno determinati cia- 
scuno per mezzo di tre dati che si possono riguardare 
come altrettanti angoli-, di tal maniera chela determinazio- 
ne' |ntera del poliedro dipende da un lato p e da più an- 
goli A, B, C, il cui numero varia secondo la natura del 
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poliedro. Ciò posto, una linea che unisce due vertici, ov- 
vero, più generalmente, ogni linea 1 # condotta in una ma- 
niera determinala nel poliedro sarà una funzione dei dati 



OC " 

p, A, B, C, etc. ; e siccome — de\’ essere un numero, 

la funzione eguale a — non conterrà se non che gli angoli 
P 

A, B, C, etc., onde si potrà supporre x=p<* :(A, B, 
C, etc. ). 

La superficie del solido è omogenea a p* -, perciò 
questa superficie può rappresentarsi da p* J : ( A, B , 
C , etc. ) v la sua solidità è omogenea a p 3 , e si può in 
conseguenza rappresentare per p 5 n ; ( A, B, C, etc. ), 
essendo le funzioni indicate da | e n indipendenti da p. 

Supposto costruito un secondo solido coi medesimi 
angoli A , B , C , etc. , ed un lato p 7 differente da p. 
Noi chiameremo i solidi così costrutti solidi simili ; e , 
ciò posto, la linea, che era p $ ; ( A, B , C , etc. ) , o 
semplicemente p ? in un solido , sarà p 7 9 in un aUro^ 
la superficie che era p* A in uno, sarà p 7 ^ nel secondo, 
e finalmente la solidità che era p 3 n in uno, sarà p n IT 
nell' altro. Dunque l.° * solidi simili anno i lati 0 linee 
omologhe proporzionali \ 2.° le loro superficie stanno co- 
me i quadrati dei lati omologhi ; 3 .° le loro solidità stan- 
no come i cubi di questi medesimi lati. 

Gli stessi principi s’ applicano facilmente al cerchio. 
Sia c la circonferenza ed * la superficie del cerchio, il cui 
raggio àr; poiché non vi posson esser due cerchi dise- 

c s 

guali descritti col medesimo raggio, le quantità - ed - 

devon essere funzioni determinale di r. Ma siccome queste 
quantità sono numeri, esse non debbono contenere nella 

c s 

loro espressione la linea r ; laonde si avrà — = *, ed — 



z=fi, * e /3 essendo numeri costanti. Sia c 7 la circonferen- 
za ed s 7 la superficie di un altro cerchio, il cui raggio è 

r' -, dunque si avrà ancora 7 = », e p % =■ fi. Dunque 
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€ : tf :: r : r* ed i : *' :: r* : r» ; dunque le cìr *' 
conferenze dei cerchi tono come i loro raggi , e le loro 
superficie come * quadrati dei medesimi raggi. 

Consideriamo un settore, del quale r sia il raggio ed 
A l’angolo al centro ; sia x l’ arco che termina il settore, 
y la superficie di questo medesimo settore. Poiché il set- 
tore è interamente determinato quando si conoscono r ed 
A bisogna che x ed y sieno funzioni determinate di r ed 

A ; dunque- ed son pure simili funzioni. Ma — è un 
r r* r 

numero, come pure p ; dunque queste quantità non deb- 
bono contenere r e sono semplicemente funzioni di A-, di 

modo che si avrà — =t I A, ed — =c= \ I A. Sieno ora 
r r 

x? ed yf l’ arco e la superficie di un altro settore, il cui 
angolo è A ed il raggio ri-, chiameremo questi due set- 
tori settori simili ; e poiché 1* angolo A è eguale da una 

x' y 1 

parte e dall’ altra , si avrà p = * ! A, ed £;= * : A, 

Dunque * : x> Il r l r 1 ;; r* : r 1 * ; dunque gli archi 
simili ocvero gli archi de' settori simili son proporzionali 
ai raggi , ed i medesimi settori son proporzionali ai qua- 
drali de' raggi. 

È chiaro che si dimostrerebbe nella stessa maniera 
che le sfere stanno come i cubi dei loro raggi. 

Si suppone in tulto ciò che precede, che le super- 
ficie si misurano col prodotto di due linee, e le solidità 
col prodotto di tre -, ciò è facile a dimostrarsi anche col 
mezzo dell’analisi. Consideriamo un rettangolo, le cui di- 
mensioni sieno p e q, e la sua superficie, ch’è una fun- 
zione di p e q\ rappresentiamola con «p 1 ( p, ?)• Se si 
consideri un altro rettangolo, le cui dimensioni sieno p-\-p' 
e q , è chiaro che questo rettangolo è composto di due 
altri , uno che à per dimensioni p e q , 1’ altro che à 
per dimensioni pf e q ; di modo che si avrà 

<p t (p-ty 7 )=f l (Pi 7 ) + ♦ • (&> 7 )• 

Sia p' = p , si avrà t:(2p,g) = 2t(p,g ). Sia 
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2 Pv si , avrà l p r , q ♦ (p >1 ) + 1 ( 2p, 

? ] = 3 t ( Pi ? )• Sia pf = 3p , si avrà * ( 4p , q )— 
•P ( Pi 4 J + t ( 3 P> ? ) = ( P, 4 )• Dunque in gene, 

rate,, se A è un numero intero qualunque, si avrà ? ( £ 

Jb ? ) = *t(p 5 ?), ovvero ^ 7 .) 

P k P 



Resulta da ciò che ìS-ElJL) è una funzione tale di p che 

V 

non cambia mettendo in luogo di p un multiplice qualun- 
que kp. Dunque questa funzione è indipendente da p, e 



non dee contenere che 



q. Ma per una simil ragione 



4 



dee essere indipendente da q; dunque non con- 

pq 

tiene nè p nè q ; e così questa quantità dee ridursi ad 
una costante «. Dunque si avrà f(p,q) — *pq\ e 
siccome nulla impedisce di prendere a = I , si avrà t 
( Pi ? ) = P4 i e così la superficie di un rettangolo e 
eguale ai prodotto delle sue due dimensioni. 

Si dimostrerebbe in una maniera assolutamente si- 
mile che la solidità di un parallelepipedo rettangolo, le 
cui dimensioni sono p, q, r, è eguale al prodotto pqr 
delle sue tre dimensioni. 

Osserveremo, del resto, che la considerazione delle 
funzioni che somministra una dimostrazione semplicissi- 
ma delle proposizioni fondamentali della geometria è stata 
digià con successo impiegata per dimostrare i principi 
fondamentali della Meccanica. ( Vedete le Memorie di To- 
rino , Tomo li ). 

In fine, quantunque la teorica precedente sia stabilita 
sulle fondamenta più solide , non dobbiamo dissimulare 
eh’ essa è stata attaccata da M. Leslie, celebre professore 
di Edimburg, ne’ suoi elementi di geometria, 2.* e 5.* e- 
dizione ; ma senza entrare in alcun dettaglio a questo 
soggetto, ci basterà dire che le obbiezioni di M. Leslie 
sono state pienamente rifiutate, primo daM. Playfair, suo 
concittadino, nell’ Edimburg Rcview Tomo XX, ed in se- 
guito da M. Maurice dell’ Accademia delle scienze di Pa- 
rigi nella RibUotecQ univtrtaìe di Genova , Ottobre 1819, 
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Si può vedere ancora la discussione di queste medesime 
obbiezioni nell’ edizione inglese de’ nostri elementi di M. 
David Brewster, Edimbourg 1822. 

NOTA TERZA 

t f 

Sull' approssimazione della proposizione XV /, libro IV. 



Allorché si è trovato un raggio eccedente ed uno de- 
ficiente che non differiscono nelle prime cifre numeriche, 
si jjuò terminare il calcolo in una maniera prontissima 
per mezzo di una formola algebrica. 

Sia a il raggio deficiente e b l’eccedente, la cui diffe- 
renza è piccola j sieno a' e b 1 i raggi seguenti, i quali 

• | » 
si deducono dalle formolo b'—^ab, a'— 



Ciò" che si cerca è 1’ ultimo termine della serie a , a! , 
a" , etc. , che è nel medesimo tempo quello della serie 
fc, 6', 6", etc. Chiamiamo quest’ ultimo termine x, e sia 
b=za (i-j-a?)-, si potrà supporre x—a (i-fP^-J-Qa^-l-etc.), 
P e Q essendo coefficienti indeterminati. Ora i valori di 
V ed a' danno 



b'=za + — + eie. ) , 

i 1 

a' = a( + 4® “32 4,1 + elc * >• 

E se si fa parimente 6' = a 1 ( 1 -}- »' ) si avrà 
. 1 S # # 

^ = 4 * —32 43 + etc * 

Ma il valore di x dev’ essere lo stesso, sia che la se- 
rie a, af , a" etc. cominci per a o per a ' ; dunque si avrà 

a ( l -f- p® -f- Q»’ + etc. )=a‘ ( 1 -f + etc.). 

Sostituendo in questa equazione i valori di a' e di »' in 
a e « , e paragonando i termini simili , se ne dedurrà 

1 1 

P= - , e Q = — 4*3 ; dunque 
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x=a ( 1 -f-— » 




Se i raggi a e 6 si accordino nella prima metà delle 
loro cifre, si potrà trascurare il termine ed il valor 

1 b — a 

precedente si ridurrà'ad x=a (1-j-— «) = a-f- 

' 03 



Cosi facendo a=i , 1282657, e 6=1 , 1286063, se ne 
dedurrà immediatamente x=J, 1283792. 

Se i raggi a e b non si accordino se non che nel pri- 
mo terzo delle loro cifre, bisognerà prendere tre termini 
della formola precedente ; così facendo a=l, 1265639 , 
e 6=1 , 1320149 , si troverà x~\ * 1283791. 

Si potrebbe supporre che a e b fossero meno pros- 
simi tra loro; ma allora bisognerebbe calcolare il valore 
di x mediante un numero maggiore di termini. 

L’ approssimazione della proposizione XIV, che è di 
Giacomo Gregory, è suscettibile di simigliante compendio. 
Noi rimandiamo all’opera di quest’autore intitolata: Vera 
circuii et hyperbolae quadratura ; opera di gran merito 
per il tempo in che comparve alla luce* 



NOTA QUARTA 

Ove si dimostra che il rapporto della circonferenza al diametro 
e del suo quadralo sono numeri irrazionali. 

Consideriamo la serie infinita 



l+T+4- 



a* 






* 2 z, z -{• 1 2*3 



-f- etc. 



cui il termine generale è 

1 an 

i. 2. 3.. n'z.js-fl z-\- 2.... (z-j-n—l) 1 

e supponiamo che ? : z ne rappresenti la somma. Se si 
pone z-j-1 in vece di z, y : ( z-J-1 ) sarà parimente la 
somma della serie 

Legendre Geom. Solida 26 
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, . a ! 
z4-l ' 54 z 



a’ 



a 4 



-j- etc. 



«4- 1” 1 " 56 '*+1 . z-j-2 ' 2.3 z-H . z+2 . z+3 

Sottraendo una dall’ altra queste due serie termine a ter- 
mine avremo <$> ; z — ^ :(*+«) per la somma del resto 
clic sarà 



<ZU ' 1 U 

z. z-f-l'^'z. z-j-l . z- {-2~^* 2 z. z-f-1 . z-|-2 . z-\- 3~^ elc ‘ 
Ma questo resto può essere messo sotto la forma 

z. z-f-1 ' ' z+2 ' 2 z-j-2 . s+3 

a 

ed allora si riduce ad ~ z _^ ? : ( z-f-2 ). Dunque si a- 
vrà generalmente 

*:*—*:(*+!) = — “ j ? : ( *+2 ). 

Dividiamo questa equazione per ? I ( z-}-i ), e per rende- 
re semplice il risultato, sia 4 l z una nuova funzione di 

fl ^ * ( z-[~l ) 

* , e tale che 4 l z =— • *, allora si potrà met- 

z ¥ I ( *) 

a j. ? • z ( *“H ) 4 ! ( *+l ) 

tere in vece di — - — , e - - — - 

xi: z T :(z+i) a 

*> j ( z-4-2 ) 

in vece di * . v . Fatta dunque la sostituzione, si avrà 

?:(*+*) 



a 

* : * = H-4 :(*+<)'• 

Ma mettendo successivamente in questa equazione z-j-1, 
z-|-2 , etc. in luogo di z , ne resulterà 



Digitized by Google 




153 



4 : (*+») = 



* + 1 + 4- I ( z+2 ) 
a 



4 : ( s+2 ) = 



•z+2 + 4 I(*+3) 



, etc. 



Dunque il valore di 4 . : s può esprimersi colla frazione 
continua 

I ' «. O ® ® 

+ . 54 — — 4. r a 

*+•+,+, + 6tc- 

Reciprocamente questa frazione continua, prolungata al- 
ci % I (z-j-4) 

l’infinito à per somma 4 : js, o la sua eguale — . - 

z 9 • * 

e questa somma , sviluppata in serie ordinarie, è 

etc. 






z- J-l 2 *-|-l . z- j-2 



a 

z 



Sia adesso z =— , la frazione continua diverrà 
3 



2 * i 

-Aa 

*+c- *» 



3+ 



5-f-etc., 



nella quale i numeratori, eccettuato il primo, son tutti 
eguali a 4 a, ed i denominatori formano la serie de’ nu- 
meri impari, 1, 3, 5, 7, etc. FI valore di questa frazio- 
ne coutinua può dunque esprimersi per 
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Aa I6a‘ 



4 4* a ,+ 



2.3~ 2. 3. 4.5 1 2.3.. .7 



•-f-etc. 



4 a 16o* 64a’ 

2.3.4 "*" 2.3... 6 



Ma queste serie si rapportano a formole cognite , e sì 
sa che rappresentando con e il numero, il cui logaritmo 
iperbolico è 4 , 1* espressione precedente riducesi ad 

e .V»_,-’V a ( 

. \a : 

«.Vo+e-*!/» 

di modo che si avrà in generalo 

«* Va --’V'“ ia 

e *V« +c -Va +3 éa 

S+etc. 

Da ciò resultano due formole principali, secondo che a è 
positivo o negativo. Sia primieramente 4a=a?% si avrà 



e* — e" 



■=? .*• 



-=7* 4- — ir* 

e* -}-e — * 3 + "g e tc. 

Sia in seguito 4a= — a; 1 , ed in virtù della forinola cognita 



e x^—t _W— 4 
— e 

giry'— 1 , —x^—i 



:V— 4* tang.ar, si avrà 



tang. x=~ x' t 

1 ~ s — - ** 



5 7 _ etc. 
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Questa è la forinola che servirà di base alla nostra di- 
mostrazione. Ma bisognerà prima di tutto dimostrare i 
due lemmi seguenti. 

LEMMA PRIMO. 



Sia una frazione continua prolungala all’ infinito 



m . 

n+~ m" 
w L 



n 1 -J-etc., 



nella quale tutti » numeri m, n, m 7 , n 7 , etc. sono interi 
positivi o negativi: se si suppone che le frazioni componenti 
hi m' m" . 

"n ’ n* ’ n« ’ e * c ‘ S!eno t ulle minori dell ’ unità ; dico che 

il valore totale della frazione continua sarà necessaria- 
mente un numero irrazionale. 

Dico in primo luogo, che questo valore sarà minore 
dell’ unità. Infatti, senza diminuire la generalità della fra- 
zione continua, si possono supporre tulli i denominatori 
n, n 1 , n", etc. positivi j ora , se si prenda un sol ter- 
mine della serie proposta, si avrà, per ipotesi, 1. 



Se si prendano i due primi, per - j < i , è chiaro che 
. m' , 

W ‘ nf e maggiore di n — 1 ; manie minore di n , e poi- 
ché l’uno e l’altro son numeri interi, m sarà ancora mino- 
re di n-f- — . Dunque il valore che resulta da due termini 



- m 7 

» -J — 

1 n 7 

è minore dell’unità. Calcoliamo tre termini della frazione 
continua proposta, ed in primo luogo, conforme a ciò che 
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abbiamo veduto , il valore della parte 



™ , m" 
n'+^r, 




sarà minore dell’unità. Chiamiamo questo valore », èd è 



chiaro che sarà pure minore dell’ unità', dunque il 
n-}-» 

valore , che resulta da tre termini 



m 

n 



jlJZ. , w" 



è minore dell’unità. Continuando il medesimo ragionamen- 
to, si vedrà che, qualunque sia il numero dei termini che 
si calcolano della frazione continua proposta, il valore che 
ne risulta è minore dell’ unità *, dunque il valore totale 
di questa frazione prolungata all’ infinito è pure minore 
dell’ unità. Esso non potrà essere eguale all’ unità se non 
che nel caso che la frazione proposta fosse della forma 



m 



m-J-1 — 



m' 



m'-f-i 



m" 

etc. 



in qualunque altro caso sarebbe sempre minore. 

Ciò posto, se si nega che il valore della frazioue con- 
tinua proposta sia eguale ad un numero irrazionale, sup- 
poniamo che sia eguale ad un numero razionale, e sia 

T> 

questo numero ^ , B ed A essendo numeri interi qualun- 



que *, si avrà dunque 

B w , 

A = »+-,+*" 

* n" 4-efc. 

Sieno C, D, E, etc. numeri indeterminati tali che si abbia 



ti m' 

B”n'4v' 



n" + 



Iti 



ni 



n'" +etc. 
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D = m« m ,/, 

C n" + n W + »^ 

«'"-f-etc., 

e così airinfinito. Queste differenti frazioni continue avendo 

B C 

tutti termini minori dell’unità, i loro valori o somme —, 

A. O 

D E 

, etc. saranno, secondo ciò che abbiamo dimostra- 
to, minori dell’ unità, e cosi si avrà B<A, C<B, D<C, 
eie.; di modo che la serie A, B, C, D, E, etc. sarà de- 
crescente all’infinito. Ma il concatenamento delle frazio- 
ni continue cui si tratta dà 

B m 

A ~ix ^ ; d’ onde resulta C=mA— nB ; 

C m! 

B ~n' Jf. ^ ; d’ onde resulta D=m'B — n'C -, 

c 



D m" ir 

; d’ onde resulta E=/n"C— n"D ; 



etc. 



etc. 



E poiché i due primi numeri A e B sono interi, per sup- 
posizione, ne segue che tutti gli altri C, D,E, eie., che 
fino ad ora erano indeterminati , sono pure numeri in- 
teri. Ora , implica contraddizione che una serie infinita 
A, B, C, D, E, etc. sià nel tempo stesso decrescente e 
composta di numeri interi , perchè d’ altronde nessuno 
de’ numeri A , B, C , D , E , etc. può essere zero , a 
motivo che la frazione continua proposta si estende al- 



l’ infinito, e che le somme rappresentate 



. b e d 

da A ’ B ’ C 



t 



etc. debbono essere sempre di qualche valore. Dunque 
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l’ ipotesi che la somma della frazione continua proposta 

* B 

sia eguale ad una quantità razionale ~ , non può mai 

* A 

sussistere. Dunque questa somma è necessariamente un 
numero irrazionale. 

LEMMA SECONDO. 



Poste le medesime cose , se le frazioni componenti ~ , 

m" 

jjjj ,etc. sono di una grandezza qualunque al principio 

della serie , ma che dopo un certo intervallo esse sieno 
costantemente minori dell ’ unità ; dico che la frazioni 
continua proposta , supponendo sempre che dessa si 
estenda all' infinito , avrà un valore irrazionale. 



m 



m 



Infatti, se a contare da — — , per esempio, tutte le 



frazioni 



m‘ 



ni 



n 



m ,T m r 

, — , eie. all’infinito sono minori del* 
’ n v ’ 



1’ unità , allora , secondo il lemma I , la frazione conti- 
nua 



m 



ni 



n 1 " +- 



m ,Y 



n v +etc. 

avrà un valore irrazionale. Chiamiamo questo valore <»j 
e la frazione continua proposta diventerà 



m 



»+3 +-"+-• 

“ + n" 



Ma se si fa successivamente 



m" vv 

n"-f » 



..Ji _ 



m 



’n-f» 



n — 



« 



MI 
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è chiaro che, » essendo irrazionale, tutte le quantità 
mi 1 , m m lo debbono essere parimente. Ora , I’ ultima xf 11 
è eguale alla frazione continua proposta ; dunque H va-* 
lore di questa è irrazionale. 

Possiamo adesso , per ritornare al nostro obbietto , 
dimostrare questa proposizione generale. 

«COMMA. 

Se uh arco i commensurabile col raggio , la sua tangente 
torà incommensurabile col medesimo raggio. 



Infatti, sia il raggio=l , e P arco ar=^ ,meds 

essendo numeri interi , la foratola trovata di sopra da- 
rà , facendo la convenevole sostituzione , 

m m 
Umg.— — — 

» n— ™ m* 

5 ~_m* 

7»— etc. 



Ora questa frazione continua è nel caso del lemma i( ; 
perché è chiaro che i denominatori 3n, 5n, 7n, etc. au- 
mentando continuamente , mentre che il numeratore m* 
resta della stessa grandezza , le frazioni componenti sa- 
ranno o diverranno ben presto minori deli’ unità $ dun- 
que il valore di tang. — è irrazionale ; dunque, se Par- 

fi 

co è commensurabile col raggio , la sua tangente sarà in- 
commensurabile. 

Da ciò resulta come immediatissima conseguenza la 
proposizione che forma l’oggetto di questa nota. Sia x la 
semicirconferenza, il cui raggio è 1 ; se « fosse razionate, 

l’arco lo sarebbe pure , e per conseguenza la sua tan- 
gente dovrebbe essere irrazionale : ma si sa, pel contra- 
rio , che la tangente dell’arco^ è eguale al raggio 4; 
, Legbndir Geom. Solida SI 
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dunque « non può essere razionale. Dunque il rapporta 
della circonferenza al diametro è un numero irrazionate(i). 

È probabile che ii numero « non sia compreso tra 
gl’ irrazionali algebrici, vale- a dire che non possa esse- 
re la radice di una equazione algebrica di un numero 
finito di termini i cui coefficienti sono razionali: ma sem- 
bra difficilissimo poter dimostrare rigorosamente questa 
proposizione -, noi possiamo solo far vedere che il qua- 
drato di it è pure un numero irrazionale. 

Infatti, se nella frazione continua chd esprime lang. 
a:, si fa x— a causa di-tang. t— 0, si dee avere 



0=5— ~ 

* S— ' 7_I 

t 9— etc. 



Ma se *■* fosse razionale, e si avesse *•’=— , m ed 

n 

n essendo numeri interi, ne resulterebbe 



« 




r ì ' 



m . 

14n— etc. 



> - 

• *1 



^ l ’ 



'* 1 



Ora è visibile che questa frazione continua è pure nel 
caso del lemma II ; il suo valore è dunque irrazionale , 
e non -può essere eguale al numero 3‘. Dunque il qua- 
drato del rapporto della circonferenza al diametro è un 
numero irrazionale. • 



(*) Questa proposizione è stata dimostrata per la prima 
polla da Lambert nelle Memorie di Berlino , anno t76t. 



' ■*" 3 



u 'J 
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' - 1 r-‘ - NOTA QUINTA 

, t 1 • i - ’i i 

. » » 

Ote si dà la soluzione analitica di diversi problemi re- 
lativi al triangolo, quadrilatero iscritto, parallelepipedo , 
e piramide triangolare. 



.! * 

. PROBLEMA PRIMO. 



Essendo dati i tre lati di un triangolo , trovdre la sua 
superficie , il raggio del cerchio iscritto ed il raggio 
del cerchio circoscritto. 



Sieno 1 lati BC z=za, ÀC=6, AB=c ( fig. 126 )} se Fi *->»*- 
dal vertice A si abbassi la perpendicolare AD sopra il 
lato opposto BC , si avrà (, Prop. 12, lib. Ili ) 



AC* = AB* + BC* — SBC X BD * 



dunque 

BD 

i 

Questo valore dà 



a'+c'-b 1 
2 a 



AB* 



*■ M 

— BD ovvero AD 




du AD= \li£±(sHr££rJ. 

o a a ’ ^ 2a 

. . il. J. V 

Sia S P area del triangolo , si avrà S 4 i== 4 BC X AD 5 

* ** ", . . H 

dunque 

l* ■»' 



S=*4 V [ 4a a c*— (a’-fc 1 — 6‘)‘ ] =* ~ V' [ 2 a’6‘ -f 2a’c‘ 

-{-2&V— a 4 — 6 4 — c 4 ]. 

Questa formola può ancora ridursi ad un’ altra forma 
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più comoda pel calcolo logaritmico; a quale oggetto bi- 
sogna osservare che la quantità 4 a* c* — ( ò*)“ 

è il prodotto dei due fattori Zac + ( a* 4- c* — 4 * )/m 
ìlae — ( a* + c* — 6* ) , il primo = (« + <:)•— 6* =s 
(o + c + è)(o + c — 6 ) ; il secondo = 6* — ( a — e )• 
= (6-{-a — c)(6— -a-fc); dunque si avrà 

s = 4 V [(« + 6 + •«)(«+«— 4)(H* 

c— «)]. 

Finalmente , se si fa -^Ì|Ì1=3: p, ciò che dà a-\-b-\-c 



r=2p, a-J-ò — c = 2p — 2e,a-t-c — 6=2p— 26, 

6 c — a = 2p — 2a, si avrà ancora piu semplicemente 

S=V(pr-o*F — à.p— c). 

Dal che si vede che per avere la superficie di un triaa- 
golo rettilineo, cui sono dati i tre lati, bisogna prendere 
la semisomma dei tre lati, da questa semisomma togliere 
successivamente ciascuno dei lati, il che darà tre resti 
moltiplicare questi tre resti tra loro e per la semisom- 
ma dei lati ; e finalmente estrarre la radice quadrata dal 
prodotto : questa radice sarà 1’ area del triangolo. 

Sia adesso z il raggio del cerchio circoscritto al trian- 
golo ed u il raggio del cerchio iscritto in questo mede- 
simo triangolo; si avrà, secondo la prop. XXXII, lib. HI, 
1 

4«6c 2 S g 

* = — - — » ed u =■» =*- i dunque sostituendo il 

valore trovato di S , verrà 



4 «6e 



K = 



-, . u-V f ?-*>P-b p-t \ 

V (P-P— «-P - 6.p — c) V, « ) 
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FBOM.BMA SECONDO. 

Estendo dati i quattro tati di un quadrilatero iscritto in 
un cerchio trovare il raggio del cerchio , la superficie 
del quadrilatero ed t suoi angoli. 

, ?2J\ ‘ la . U 5 li AB = BD = b, CD = c, CA=d 

\* 9 : XH )» e *e diagonali incognite AD=x,BC=tn siri,.», 
avrà, secondo il teorema 33 del lib. Ili, xy=ac-\-bd ed 

x ad-\-bc , . 

1 = ab+cd' d ° Dde Si ricava 

y— 1/( ( ac +M) J yv (ac-l- édXaft+cd) \ 

^ V aH-cd / ’ * AV ad+fc A 
Ma, secondo il problema precedente, il raggio del cerchio 
circoscritto al triangolo ABD, i cui lati sono a . b, x , 
può esprimersi con la forinola 



x= -, 



abx 



y[4o* 6*-(o*+6«— *•)»]* 

Sostituendo invece di x il valore che abbiamo trovato, 
e a '.componendo il resultato in fattori , si avrà 

jp — E/ (. <*c-f-6d) (ad-{-bc) (aò-f-cd) >. 

~ V+H*^«W-d-c ' 



•j abx 



Ciò posto, l’area del triangolo ABD= ; quella del tri- 



~ «dx 



àngolo ACD =• 



; dunque l'area del quadrilatero 



1 (o&4-cd)x i 

ABDC«=- ^ =- V [(a+6+c-d) (o+6+d-c) 



fl+c-M-6) (6-fc-fd-— a)]. 
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E se si facesse, per abbreviare, 3 



i 

♦«. ) > • • »'* - ^ *** *3L 

V» ♦ > , « # ( ( » . * * * * * '• 

si avrà l’area ABDC^V [ (p— a) (j» — 1 &) (p-c) (p-d) ]. 
Finalmente per avere qualunque degli angoli, per esempio 
1’ angolo B, si osserverà che il triangolo ABD da cos B 
a’-J-fc 1 — x* 

— ~ M sostituendo il valore di x , e riducendo. 



_ a*-4-6*— c 1 — d* 1 — cosB 

si avra cos B = — —.Da ciò si ricava , ov-i 

2ab=2cd 1+cosB’ 

«aro un,,-. * » (H<4^XH«4*«r 
■ ^ (a+à) , -(c-d) 1 (a-f-^+c-dXo-J-à-f'd-c) ? 



Du,„ue tan„. |b= 



PROBLEMA TERZO. 

ì 

-Nel quadrilatero ABDC ( fig. 277 ) , cui gli angoli op- 
poni B « C nono retti, essendo dati i due lati AB, AG. 
con l' angolo contenuto BACI, trovare gli altri due lati 
e la diagonale AD. 

a 

Sia AC— b y AB=c, e l’angolo BAC=A ; se si pro- 
lunghino BD ed AC fino al loro incontro iu E, il trian- 
golo BAE rettangolo in B, cui si conoscono l’angolo BAE 

ed il lato AB, darà AE = ; dunque CE =3 ' 

• e. ‘ cosA cos A 

b. In seguito il triangolo DCE rettangolo in C, del quale 
si conoscono il lato CE e 1’ angolo CDE3=A , darà CD= 

c . b cos A 

CE cot A = — . Si avrà dunque similmente BD=s 

sen A c 



b — c cos A 



sen A 
quadrilatero. 



. Questi sono i valori de’ due lati cercali del 

< • : i 

• • • ■■{■>,> 
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Da ciò resulta la diagonale AD=y ( ÀB* -[■ Oc ) c= 

^ (c—6 $os A .)' — 26c cos A ) 

seri* A / $m \ 

Wa ‘pel i riangolo BAC si avrà BC=V (&’+ C *— 1 cos A), 
Dunque la diagonale AD che unisce i due angoli obbliqu» 
sta alla diagonale BC che unisce i due angoli retti ;; I 
*: sen A. , . 

Scolio. La diagonale AD è nel tempo stesso il dia- 
metro del cerchio nel quale il quadrilatero ABDC sareb- 
be iscritto. 

In questo cerchio si avrebbe 1’ angolo ABC = ADC-, 
'dunque abbassando CF perpendicolare sopra AB, i trian- 
goli BFC, ADC sono simili, e danno AD : BC AC ; 

FC :: 1 ; sen A -, il che si accorda col resultato pre- 
cedente. > 

• . - . * . - T .** - y *' 

JPBOBLBMA QUARTO. 

Essendo date le Ire costole di un parallelepipedo con gli 
angoli eh’ esse fanno tra foro, trovare la solidità del 
parallelepipedo. . . - - • " 

Sieno le costole SA =f, SB =g, SC z=h ( fig. 278 Wt a 
e gli angoli contenuti ASB=r, ASC=/3, BSC=«. Se dal 
punto C si abbassi CO perpendicolare sul piano ASB, il 
triangolo rettangolo CSO darà CO;=CS jmCSOrrA sen CSO. 
D’altronde la superficie del parallelogrammo ASbP=fg seny. 
Dunque , se si chiami S la solidità del parallelepipedo 8T , 
si avrà S—fgh sen y sen CSO. Resta a trovare sen CSO. 

Per questo, dal punto JS, come centro, e con un rag- 
giorni, descrivete una superficie sferica che incontri in 
D, E, F, G,, t Ie rette SA, SB, SC, SO, avrete un trian- 
golo DEF , nel quale 1* arco FG è perpendicolare sopra 
ED, poiché il piano CSO è perpendicolare sopra ASB. Ora 
il triangolo DEF , del quale si ànno i tre lati DErry , 
DE=# , EF=« , dà .... • , < . .. 

• '' r. ; - ' 
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_ co» fi — cos a coi y- 

coi E = — . 

ttn a •«» 7 

e 

_ y/(i—cot*a — coi* fi — coi*y+2 cof a coi 0 coi y) 

seti a seti y 

Dippiù il triangolo rettangolo EFG dà sen GF ovvero se* 
CSO = sen E im EF = sen a sen E. Dunque S z=fgh sen m 
sen y sen E, ovvero 

S=fgh V (i — cos'a—cos'fi — co«‘y+2 coi a coi fi cos y ). 

In questa espressione la quantità sotto il radicale è 
il prodotto di due fattori 

sen a sen y -f- coi fi — cos a cos y , 
e 

sen « sen y — coi fi-\- cos a cos y. 



un 



Il primo x= coi fi — cos (o+y) = 2 sen j?Ì7. 

OC _ . L — y 

_L_ — j il secondo = coi ( a— y ) — coi fi = 2 sen 






Dunque la solidità cercata 



. , , m // «+£— y a-J-y— 0 0_Ly — arv 

S — 'ìfgh sen j ,fn j — sen — ^ — sen — -J, 



PROBLEMA QUINTO. 

/toste le medesime cole cAe nel precedente problema , Irò- 
core I* espressione della diagonale che unisce due ver- 
tici opposti . 

Sia la diagonale della base SP=x ( fig. 218 ), e la, 
diagonale cercata ST=u. Il triangolo ASP nel quale co» 
SAP=s — cos y, darà x*z=f'-\-g'-\- < ìfg cos y\ parimente il 
triangolo TPS, nel quale cos TSP =— coi CSP, darà «* 
~x*-\-h*-\- < ìhz cos CSP. Non si tratta adesso che di avere 
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il coseno dell’ angolo CSP o- dell’ arco FU : ora nel fri- 
angolo sferico EFH, si à cos FH = cos EF cos EH -j- sen 
EF sen EH cos E , sostituendo i valori 

cosi 3 — cos a cos y 

EF=a, e cos E= , verrà cos FH = cos d 

sen « sen y 

, sen EH , .. - sen EH cos fi 

cos EH -f- ( cos fi — « cos y ) ~ — -J- 



sen y 



sen y 



sen (y — EH.cos « sen HE cos fi^jen DH cos * 

sen y sen y sen y 

Dunque 2 h x cos FH, ovvero 2 K z cos CSP = 

_ . . z sen EH , _ , x sen DH 

2 h cos fi. 4- 2 h cos ». - 

sen y sen y 

Ma nel triangolo BSP si à 

SP sen BSP SP sen BPS 

BP 1 ■ • ■ ■— — s G DÌ) ' — « 

sen SBP sen SBP 

il che dà 

x sen EH x sen DH 

-= A e • — =9- 



sen y 



seny 



Dunque 2 h z cos CSP = 2 / 1 h cos fi -f- 2<j h cos ». Dunque 
finalmente il quadrato della diagonale cercata, u’=/‘ 1 + 
j*-f-A*-j-2 f g cos y-f-2 f h cos fi-\-2g h cos ». 

Corollario. L’ angolo solido A è formato dalle tre co- 
stole /■, gr, A, che fanno tra loro, due a due, gli angoli 
200 ° — 7 -, 200 “ — fi , », cosi basta cangiare i segni di 

cosy e cos fi nell’ espressione di SE per avere quella di r . 

p— » 

AM. Facendo lo stesso per le altre due diagonali, sia- 
vranno i valori dei loro quadrati , come appresso : 



ST cosyA^fh cos fi+2gh cos », 

g*-\~h'— %fg cos y—lfh cos fi+Vgh cos », 
Leobnohb Geom. Solida 22 
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BN‘=/‘*-f 5 ‘-|-A*— ìfg cos y+2/7» cos fi—Sgh cos « , 

CP =r-\-g'-\-h*-\-ifg cos y— 2/7» cos 0—%gh cos «. 

Da ciò si ricava 

ST -f* AM ~j~BN -j-CP ~4f*-\-A’g*-\-4h t . 

Dunque in ogni parallelepipedo la somma dei quadrali 
delle quattro diagonali è eguale alla somma dei quadrali 
delle dodici costole. Questo teorema è analogo a quello che 
à luogo nel parallelogrammo (Prop. i 4, corollario lib.lll ), 
e poteva dedursi immediatamente da quest’ultimo. Poiché, 
per mezzo dei parallelogrammi SCTP , ABMN si à 

ST*+CP*=2SC*-|-2SP* 

AM*-j-BiN *=:2BM*-j-2 AB* 

Sommando queste due equazioni ed osservando che abbiamo 
SC=BM, ed SP*+A*B =2SA*+2SB*, 

sarà 

ST , +AM i +BN*+ CP*==4SÀ , -f4 SB*-f-4SC\ 

PROBLEMA SESTO. 



Essendo date le tre costole che terminano ad un mede- 
simo rei lice di una piramide triangolare , ed i tre an- 
goli che questi spigoli fanno tra loro , trovare la so- 
lidità della piramide. 

Sia SABC ( fig. 278 ) la piramide triangolare propo- 
sta nella quale si conoscano gli spigoli SA= /“, SB=j , 
SC=A, e gli angoli contenuti ASB=y, ASC=/3, BSC=a. 
Se sopra le costole SA, SB, SC, date di grandezza e di 
posizione, si descriva il parallelepipedo ST, la piramide 
eh’ é il terzo del prisma triangolare BSANMC , sarà il 
sesto del parallelepipedo ST. Dunque , chiamando P la 
solidità della piramide, sj avrà, secondo il problema IV, 
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P= L fgh y — COS* a, —C0S*(i—C0$*Y +2 COS a CO J /3 CO» 5 o 

1 ,r *4’/3"h' *4-/3— y « 4-y— /3 y4’/3— a 

P =Ì^V[ *» ~ X 2 — <e« r 2 ~ * eM 2 - 



]. 



PROBLEMA SETTIMO. 

Essendo dati i sei lati o costole di una piramide triangolare , 
trovare la sua solidità. 



Se si conservitio le medesime denominazioni del prece- 
dente teorema, e si faccia di più BC =f, CA-.g*, BA=V, 
si avrà 



cos y = 



r+r-v 1 



, cos/3— 



r+A’-g 



/• 



y coa<x=L 



9'+h % -r 



2 fg 1 2 fh ' 2 Ag 

Sostituendo questi valori nella formola già trovata, e fa- 
cendo per brevità 

g % +v ‘-r= F , - G , r+y*-*'*=H , 

si avrà la solidità dimandata 



p = iy ( 4f g’A*— f F *— g* G 1 — a*H’ +fgh 



Nell’ applicazione di queste formole si osserverà che 
fi g', ^ indicano i Liti di una medesima faccia o base, 
ed f g , A gli altri tre lati o costole die terminano al 
vertice, essendo la lor disposizione tale che f è opposto 
a f i 9 a 9'-> ed A ^ h'- 

Scolio. Sia A la somma dei quattro triangoli che com- 
pongono la superficie della piramide j sia r il raggio delia 

\ 

sfera iscritta -, è facile vedere che si à P=A X ; per- 
chè si può concepire la piramide decomposta in quattro 
altre, dia avessero per vertice comune il centro della sfera 
e per basi le differenti facce della piramide. Si à dunque 

3P 

il raggio della sfera iscritta r = — ». 
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m 



Poste le medesime cose che nel problema F/> 
trovare il raggio della sfera circoscritta alla piramide. 



rif.tjt. Sia M ( fig. 279 ) il centro del cerchio circoscritto al 
triangolo SAB, MO la perpendicolare condotta dal punto 
M sul piano SAB-, sia parimente N il centro del cerchio 
circoscritto al triangolo SAG, ed NO la perpendicolare al- 
zala dal punto N sopra il piano SAC. Queste due per* 
pendicolari situate in un medesimo piano MDN perpen- 
dicolare ad SA s’ incontreranno in un punto 0, che sarà 
il centro della sfera circoscritta ; infatti il punto 0 , co- 
me appartenente alla perpendicolare MO, è egualmente 
distante dai tre punti S, B, A 5 e questo medesimo pun- 
to, come appartenente alla perpendicolare NO, è egual- 
mente distante dai tre punti S , A , C -, dunque esso ò 
egualmente distante dai quattro punti S, A, B, C. 

Si può immaginare che il punto M sia determinato 
nel piano SAB per mezzo del quadrilatero SDMB, cui » 



due angoli D ed H sono retti, cd ove si à SD = ~ f , 

z 




g , ASB=y. Dunque si avrà ( secondo il pro- 



blema iti ) 

•5 S-^fcosv . ^h-ìfcosQ. 

pivi— ; e similmente si avrà DN= — 

stn y sen fi 



Si chiami D 1* angolo MDN che misura l’inclinazione 
dei due piani SAB, SAC-, nel triangolo sferico, cui a, fi, 
y sono i lati, 1) sarà I’ angolo opposto al lato oc, e per- 
cos oc — cos 1 cos fi 

ciò si avrà cos D = * , di modo che 

sen y sen fi 

1’ angolo D può essere supposto cognito. 

Ciò posto, nel quadrilatero OMDN, cui i due angoli 
M ed N sono retti, ed i cui due lati MD, DN Si cono- 
scono , e T nngohjr contenuto MDN = D , si avrà per-il 
problema ai il quadrato della diagonale 
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w, DM 4- DN — 2DM X DN cos D 

OD c 

icn‘ D * 

In seguito , nel triangolo OSD rettangolo in D, si avrà 
SO* = OD* + §D* * 



questo è il valore del quadrato del raggio della sfera 
circoscritta. 

Se si faccia la sostituzione de’ valori di DM,DN, ed in 
seguito quella dei valori cos D e sen D , affine di avere 
immediatamente 1* espressione del raggio SO per mezzo 
dei dati del problema Vi, si troverà per ultimo resultato 



. [f t sen*a-\-g*sen*l3-\-h 1 sen 9 Y— < ìLfg(coS'if-cos0 t cos* 
S 0=-5 V 2 fh{cos(2 — cos a cos y) — 1gh{cos a —cos ycoj /3\ 

/ 1 — cos , a—cos 1 &—cos’y-\-'2cos acosficosy 



NOTA SESTA 

Sopra la più corta distanza di due rette non situate 
nel medesimo piano. 

Sieno AB, CD, ( fig. 280 ) due rette non poste neln*. 
medesimo piano ; fa d’ uopo trovare la più corta distan- 
za fra loro. 

Per AB facciaosi passare due piani perpendicolari 
tra loro che incontrino CD, uno in C e l’altro in D; dai 
punti C e D abbassate CA e DB perpendicolari sopra AB’, 
nel piano ABD conducete DE parallela ed AE perpendi- 
colare a BA , ciò che formerà il rettangolo ABDE -, nel 
piano CAB tirate CE e conducete Al perpendicolare a CE.- 
Finalmente nel piano CDE conducete 1K parallela a DE 
fino all’ incontro di CD in K ; fate AL=IK e tirate KL: 
dico l.° che la retta KL è perpendicolare ad un tempo 
alle due rette AB , CD \ 2.° che questa medesima retta 
KL è la più corta di ogni altra che unisca due punti 
delle linee AB , CD , e che la stessa KL o la sua eguale 
AI è la più corta distanza cercala. 

Infatti t.“ le tre rette AB, AC, AE essendo per costruzione 
perpendicolari tra loro, una di esseABè perpendicolare al pia- 
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no dèlie altre due , dunque AB è perpendicolare ad Al: 
d'altronde KI è parallela a DE, e DE ad AB -, dunque K1 
è parallela ad AB ; e poiché si è fatto AL=KI, ne se- 
gue che la figura AIKL è un rettangolo. Ciò posto, l’an- 
golo A1K è retto, come pure AIC ; dunque la retta AI 
è perpendicolare al piano KIC ovvero CDE ; dunque la 
sua parallela KL è perpendicolare al medesimo piano 
CDE , e per conseguenza è perpendicolare a CD. Dun- 
que i.° la retta KL è perpendicolare ad un tempo alle 
due rette AB, CD. 

2.° Sia M un punto qualunque della retta CD, se per 
questo punto si conduca MN parallela a DE, ovvero ad 
AB, la distanza dal punto M della retta AB sarà eguale 
ad AN , poiché P angolo BAN è retto. Ora si à AN > 
Al ; dunque AI è la più corta distanza delle linee rette 

date AB, CD. . 

Sieno le perpendicolari CA = a, e DB — AE — b \ si 
avrà CE=V (V-H*); e P ercllè l’ ar ea del lrian g ol ° ACE 

i 1 

si esprime egualmente con ACXAE, e con — CEX^I , 
si avrà 

4 , ACXEA <*b 

CE VV+ 6 *)' 

Questa è 1* espressione della più corta distanza delle due 
linee date. 

Se nel medesimo tempo si faccia la distanza AB— c, 
e si chiami A 1’ angolo contenuto tra le due linee date, 
vale a dire I’ angolo CDE contenuto tra la linea CD, ed 
una parallela DE alla linea AB j il triangolo CDE rettuu- 
. goto in E darà 

DE 

C01 CDE =CD 

ovvero 

COi A = v'(^+à*+c*)’ 

poiché si à 

CD* sx CE* + ÈÒ* = o‘+6 J +c\ 
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sen A 



^(a’+fc'+c*) y (a* -j-6*)' 

NOTA SETTIMA 



Sopra * poliedri simmetrici. 

Egli è per maggior semplicità la supposizione falla 
nella definizione 16, libro VI , che il piano al quale sou 
riportati i poliedri simmetrici sia il piano di una faccia; 
si poteva supporre che questo piano fosse un piano qua- 
lunque, ed allora la definizione diventava più generale , 
senza che vi fosse da cangiar nulla nella dimostrazione 
della proposizione II , nella quale si è stabilita la rela- 
zione scambievole dei due poliedri. Si può ancora acqui- 
stare una idea giustissima della maniera di esistere di 
questi due solidi, riguardandone uno de’ due come l’im- 
magine dell’ altro formata in uno specchio piano, il quale 
starebbe in luogo del piano del quale si è parlato. 

NOTA OTTAVA 



Sulla proposizione XX V , libro VII. 

Questo teorema che Eulero à dimostrato il primo 
nelle Memorie di Pietroburgo dell’ anno 1758 offre più 
conseguenze, le quali meritano di essere sviluppate. 

l.° Sia a il numero dei triangoli , b il numero dei 
quadrilateri , c il numero dei pentagoni eie. che com- 
pongono la superficie di un poliedro ; il numero totale 
bielle facce sarà dunque a-j-6-j-c-j-d-f-eIc., ed il numero 
totale de’ loro Iati sarà 3a-j-46-)-5c-J-6d etc. Quest’ ul- 
timo numero è doppio di quello delle costole, poiché la 
medesima costola appartiene a due facce ; perciò si avrà 

H=a-f-6-|-c-j-d-|-etc. ; 

2 A=3a-H6+5c-f 6rf+etc. 

E poiché, secondo il teorema cui si tratta. S4-H=A+2, 
si avrà ^ n ’ 



2S— 4-J-a-|-2&-j-3c-j-4d-j-etc. 
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La prima osservazione ohe ricaviamo da questi va- 
lori è che il numero delle facce impari a-fc-f-e-fr- etc. ò 
sempre pari. 

Si può fare per brevità ctc - » ©« 

allora si avrà 

*=Ì H +I-’ 

S=2+4h+Ì-». 



Cosi in ogni poliedro avrassi sempre A > jrH, ed S >3 , 



— H. ove bisogna osservare che il segno > non escludo 
2 

1’ eguaglianza, attesoché si potrebbe avere «=o. 

11 numero di tutti gli angoli piani di un poliedro é 
SA, quello degli angoli solidi è S*, di modo che il nume- 
ro medio degli angoli piani che formano ciascun angolo 

... , 2A 
solido è - . 

Questo numero non può esser minore di 3, poiché 
bisognano almeno tre angoli piani per formare un angolo 
solido: cosi deve aversi 2 A > 3 S, il segno > non esclu- 
dendo 1’ eguaglianza. Se si pongano in vece di A ed S i 

3 3 

loro valori in H e si avrà ~ H + — 

ovvero 3H> 12-f a». Rimettendo i valori di H e ® in a % 
b , c , etc. ne resulterà 

3a+2&+c>12+e+2/-+3s+etc. f 

ove si vede che a , b , c , non possono essere zero nel 
medesimo tempo, e che di più non esiste alcun poliedro, 
cui tutte le facce abbiano più di cinque lati. 

Poiché si à H>4+ », la sostituzione nei valori di 

O 
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2 

S e di A darà S>4+— » ed A>G-|-«. Ma nel medesimo 

tempo si à ai<5H — 42 ; e da ciò resulta S<2H— 4, ed 
A <5H — G , ove ci rammenteremo che i segni > e 
< non escludono 1* eguaglianza. Questi limiti ànno luogo 
generalmente in lutti i poliedri. 

2.° Supponiamo 2A>4S, il che conviene ad una infinità 
di poliedri , e particolarmente a quelli cui tutti gli angoli 
solidi son formati da quattro angoli piani opiii-, si avrà 
in questo caso ovvero, facendo la sostituzione, 

a>84-c-f2d-J-3e-f- e Le. 

Dunque bisogna che il solido abbia al meno otto facce 
triangolari *, il limite H>8-|-<n dà ed A>12-{-2<». 

Ma si à nel medesimo tempo ®<H— 8 , eda ciò resulta 
S>H — 2, A <2H-4. 

5.° Supponiamo 2A>5 S, ciò che racchiude tra gli 
altri poliedri quelli cui tutti gli angoli solidi sono almeno 
quintupli , e ne resulterà fl>20-J-5<» , ovvero 

a>20-f2ò+5c+8d+etc. , 

e si avrà nel tempo stesso S>42-|-2® , ed A>30-J-5ar, 

1 

finalmente dall’ essere « <— (H— 20), si avranno i limiti 

S<|(II-2), A<|(H_2). 

Non si può supporre 2A=6S, perchè si à in generale 
2A-J - *®'iy42=:6S; dunque non vi è alcun poliedro cui tutti 
gli angoli solidi sieno formati da sei angoli piani o più. 
infatti il minor *valore che avrebbe ciascun angolo piano, 
1’ un per l’altro, sarebbe quello dell’angolo di un trian- 
golo equilatero, e sei di questi angoli farebbero quattro 
angoli retti; il che è troppo grande per un angolo solido. 
4.” Consideriamo un poliedro, cui tutte le facce sieno 

g 

triangolari , si avrà »=:0 , il. che darà À=— H ed S = 
\ 

2+ ~ H. Supponiamo in oltre che tutti gli angoli solidi 
Lkgendrf. Geom. Solida 23 
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del poliedro sieno in parte quintupli eil in parte sestupli *, 
sia p il numero degli angoli solidi quintupli, q quello dei 
sestupli •, si avrà S —p-\-q , e 2 A=5/)+6? ? il thè dà 

3 

6S -2 A =p ; ma abbiamo d’ altronde A=-^H , ed S=2 
-|~i H -, dunque p—6 S — 2A=12. 

J* 

Dunque se un poliedro à tulle le sue facce triangolari 
ed i suoi angoli solidi sieno in parte quintupli ed in parie 
sestupli , gli angoli solidi quintupli saranno sempre in nu- 
mero di 12. I sestupli potranno essere di numero qua- 
lunque : « osi, lasciando q indeterminato, si avrà in tutti 
questi solidi 

S=t2-H, 11=20+2?, A=30+3 ? . 

Termineremo queste applicazioni con la ricerca del 
numero delle condizioni o dati necessari per determinare 
un poliedro ; problema interessante, il quale non sembra 
che sia stalo ancor risoluto. 

Supponiamo primieramente che il poliedro sia di una 
specie determinata , vale a dire che si conosca il numero 
delle sue farce , il numero dei loro Iati individualmente 
e la loro disposizione gli uni riguardo agli altri. Si co- 
noscono dunque i numeri II, S, A , come anche a , b , 
c , d , eie. : di altro non si traila fuorché di avere il 
numero dei dati effettivi , linee od angoli , per mezzo 
dei quali il poliedro possa esser cosi mito e determinato. 

Consideriamo una faccia del poliedro che noi pren- 
deremo per base. Sia » il numero dei suoi lati ; biso- 
gneranno 2n— 3 dati per determinare questa base. Gli 
angoli solidi fuor della base sono in numero di S—n; il 
vertice di ciascun angolo esige tre dati, per la sua deter- 
minazione ; così la posizione di S-n vertici esigerà 3S — 
3n dati, ai quali aggiungendo i 2n — 3 della base, si a- 
v ranno in tutto 3S— n-3. Ma questo numero è in gene- 
rale troppo grande, e debb’ esser diminuito del numero 
delle condizioni necessarie perchè i vertici che corrispon- 
dono ad una medesima faccia sieno in un medesimo pia- 
no. Abbiamo chiamato « il numero dei lati della base , e 
si chiamino parimente n\ n", etc. i numeri dei iati del- 
le all re facce. Tre punti determinano un piano j così ciò 
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che si troverà di più di 3 in ciascuno dei numeri n', n“ , 
etc., darà altrettante condizioni perché i differenti vertici 
sieno situati nei piani delle facce, alle (piali essi appar- 
tengono , ed il numero totale di queste condizioni sarà 
eguale alla somma ( n‘ — 3)-j-(n" — — 3)-|-ctc. Aia 
ii numero dei termini di questa serie è il — I ; e d’al- 
tronde n-|-n , -|-n ,, -(-elc.=2A : dunque la somma della se- 
rie sarà 2A — n— 3(11— 1). Togliendo questa somma da 
3S — n — 3, resterà 3S — 2A-J-3H — 6; quantità che a causa 
di S-|-H=A-|-2 , si riduce ad A. Dunque il numero dei 
dati necessari per determinare un poliedro fra lutti quelli 
della medesima specie è eguale al numero delle sue costole. 

Osservate frattanto che i dati cui si tratta non deb- 
bono esser presi a caso fra le linee e gli angoli che co- 
stituiscono gli elementi del poliedro ; poiché non ostante 
che si avessero tante equazioni quante incognite, potrebbo 
succedere che certe relazioni tra le quantità cognite ren- 
dessero il problema indeterminato. Cosi sembrerebbe, se- 
condo il teorema che abbiamo dimostralo, che la cono- 
scenza delle sole costole servisse generalmente per de- 
terminare un poliedro ; ma vi sono dei casi ove questa 
conoscenza non è sullieieule. Per esempio, essendo dalo 
un prisma non triangolare qualunque, si potrà formare 
una intinità di altri prismi che abbiano cosloie eguali e 
disposte nella stessa maniera. Poiché allorquando la base 
à più di tre lati , si può , conservando i lati, cangiare 
gli angoli, e dare ancora a questa base una infinità di 
torme diverse; si può cangiare ancora la posizione della 
costola longitudinale del prisma per rapporto al piano della 
base ; finalmente si possono combinare questi due can- 
giamenti I’ uno con i’ altro , e ue resulterà sempre un 
prisma , le cui cosloie o lati non avranno cangiato. Da 
ciò si vede che le sole costole non bastano in questo caso 
per determinare il solido. 

I dati che convien prendere per determinare il so- 
lido sou quelli die uou lasciano alcuna indeterminazione, 
c non danno assolutamente che una soluzione sola. E in 
primo luogo la base ABCDE ( fig ■ 28/ ) sarà delcrminntarig.iei. 
tra tutte le altre maniere se si conosca il lato AB con gli 
angoli adiacenti BAC, ABC, per il puulu C ; gli angoli 
IUD, ABI), per il punto D, e cosi degli altri. Sia in se- 
guito AI un punto cui bisogna determinare la posizione 
Inori del piano della buse ; questo punto sai a determinato, 
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se nell’immagiuarsi la piramide MA BC o solamente il pia- 
no MAB si conosceranno gli angoli MAB, AB.V1, e l’incli- 
nazione del piano MAB sopra la base ABC. Se si determini , 
per mezzo di tre simili dati , la posizione di ciascun ver- 
tice del poliedro fuori del piano della base, è chiaro cbo 
il poliedro sarà assolutamente determinato in una maniera 
unica ; di modo cbe due poliedri costrutti coi medesimi 
dati saranno necessariamente eguali; sarebbero per altro, 
simmetrici l’uno dell’ altro se fossero stati costrutti uno 
al di sopra ed uno al di sotto del piano della base. 

Non è sempre necessario di aver tre dati per de- 
terminare ciascun angolo solido di un poliedro ; percliè 
se il punto M dee trovarsi sopra un piano già determi- 
nato, cui la intersezione colla base sia FG, servirà dopo 
aver preso FG a piacimento conoscere gli angoli MGF, 
MFG , così bisognerà uu dato di meno. Se il punto M 
dee trovarsi sopra due piani già determinati o sulla loro 
intersezione comune MK che incontra il piano ABC in K, 
si conoscerà il lato AK , 1’ angolo AKM e la inclinazio- 
ne del piano AKM sulla base ; basterà dunque di avere 
per nuovo dato 1’ angolo MAK. È così che il numero 
dei dati necessari per determinare un poliedro assoluta- 
mente e di una maniera unica si ridurrà sempre al nu- 
mero delle sue costole A. 

li lato AB ed un numero A— 1 di angoli dati deter- 
minano un poliedro ; un altro lato a piacimento ed i 
medesimi angoli determineranno un poliedro simile. D’on- 
de segue che il numero delle condizioni necessarie per- 
chè due poliedri della medesima specie sieno simili è eguale 
al numero delle costole meno uno. 

La quistioue che ubbiam risoluta sarebbe molto più 
semplice se non si conoscesse la specie del poliedro, ma 
solamente il mimerò dei suoi angoli solidi S. Determinale 
allora tre vertici a piacimento per mezzo di un triango- 
lo, ove saranno tre dati •, questo triangolo sarà riguar- 
dalo come la base del solido : in seguito i vertici fuori 
di questa base saranno in numero di S— 5 ; e la deter- 
minazione di ciascun di essi esigendo tre dati, è chiaro 
che il numero totale dei dati necessari per determinare 
il poliedro sarà 5-J-3 (S— 3) , ovvero 3S — 6. 

Bisogneranno dunque 5S— 7 condizioni, perchè due 
poliedri che ànno un egual numero S di angoli solidi 
sieno simili tra di loro. 
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NOTA nona 



Sopra i poliedri regolari. ( Vedete l'appendice al libro VII). 

È stata nostra idea nella proposizione II di questa 
appendice dimostrar la esistenza dei cinque poliedri re- 
golari, o vale a dire la possibilità di dispone un certo 
numero di piani eguali di tal maniera che ne resulti tur 
solido uniforme in tutta la sua estensione. Ci è sembralo 
che in altre opere queste disposizioni sieno state suppo- 
ste esistenti senza molto renderne ragione , ovvero non 
siano dimostrate , che come à fatto Euclide con figure 
complicate e difficili ad intendersi. 

Il problema di determinare la inclinazione di due facce 
adiacenti di un poliedro e quello di determinare i raggi 
delle sfere iscritta e circoscritta son ridotti nei proble- 
mi III e IV a semplicissime costruzioni; ma non sarà inu- 
tile di applicare a questi problemi medesimi il calcolo 
trigonometrico che darà d’ altronde nuove proposizioni. 

Sieno a , b , c ( fig. 222 ) i tre angoli piani che com- Fi *-**»- 
pongono I* angolo solido 0, e sia proposto di trovare la 
inclinazione dei piani ove sono gli angoli a e 6 ; si de- 
scriverà col centro in 0 il triangolo sferico ABC , nel 
quale si conosceranno i ti- e Iati BC=a, AC=6 , AB=c , 
e bisognerà trovar i’ angolo C contenuto tra i lati a a b. 

Ora , per le forinole cognite , si à 

_ cos c — cos a eoe b 

cos C = . 

een a sen b 



ri 

in 



Quesfa forinola applicata ai cinque poliedri regolai 
ci farà conoscere la inclinazione di due facce adiacenti i 
ciascuno di questi solidi. 

Nel tetraedro i tre angoli piani che compongono Pungo- 
lo solido S (fig. 2Ì3), sono angoli di triangoli equilaL-n*.,^. 
ri : sia dunque la mezza-circonferenza, o*vero 1’ arco di 



oaao . , , \ , _ cosa - cos" a 

~uu — *,savra a=.b=.c=:- ~ ] dunque cosC= 

5 ieri 1 a 

cos a( l-co$ g) cosa j \ 

— — ; i • Ma si sa che cos— * — — : 

i— cos a 1 cosa 5 2 
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dunque 

„ I 

<os C = — . 

3 

Nell’ esaedro o cubo i tre angoli piani che formano 
angolo solido A ( fig. 244 ) , sono angoli retti \ cosi 

abbiamo a=zb=c=^- x , e cos a=0 $ dunque cos C = 0. 

Dunque l’angolo di due facce adiacenti è un angolo retto. 

rf f .» 4 s. Nell’ ottaedro ( fig. 243), se si fa a=DAS= «■> b— 

O 

DAT = ~ jr, c=TAS= ir, si avrà 

\ ,1 
COS — « — 7 cos 1 — X 

cos C = 

sen * { r ' 



Ora , cos 4 »=0, co*4 x = 4 » sen r- * — 5 ; dunque 

2 u 2 o 2 

cos c=_i . 

3 

Da ciò si vede che la inclinazione delle facce del- 
l’ottaedro e quella delie facce del tetraedro sono supple- 
mento 1’ una dell’ altra. 

Nel dodecaedro un angolo solido è formalo da tre an- 
Fìg.^e.goli piani ( fig. 240 ) , eguali ciascuno all’ angolo di un 

3 

pentagono regolare •, così, facendo a—b=c— -cf, si avrà 

D 



cosC= 



cos a 3 

- ; ma cos - r x — 
a o 



1 -J- cos 



\ 1 — 
Sen !0 T— 4 



v« 
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l_y h i i 

dunque cos C= . — — — , seti C= 77 . e 

5— v s ys V 5 

tang C.=— 2 . 

3 

Nell’icosaedro (pg.247) bisogna far c=:C , B'D / =— «,a— 6 f. s .i 4 7 . 

5 , * . 

l 5 3 

rrO'B'A'rz e si avrà cos C=t = 

5 

sen — « 
o 




3 

4 



-V* 



dunque sen 





. Tali sono I’ e- 



spressioni semplicissime con le quali determinasi la in- 
clinazione di due facce nei cinque poliedri regolari. Ma 
osserveremo che tutte potevansi comprendere in una sola 
e medesima formola. 

Difalti sia n il numero dei lati di ciascuna faccia, m 
•I numero degli angoli piani che si riuniscono in ciascun 
angolo solido; se dal centro 0 ( pg. 248) e con un rag-Fig,»^ 
gio=l descrivasi una superficie sferica che incontri in 
Pi q 1 r le linee OA , OC , OD , si avrà un triango- 
lo sferico p q r , nel quale si conoscono 1 ’ angolo retto 

r, l’angolo P=~ 1 e l’angolo j si avrà dunque, per 



le 



forinole cognite , cos q r — 



cosp 
seti q 



Ma cos q r=cos 



COD— seti CDO = sen 



1 

2 



C 



C indicando 1’ angolo CDE j 



Digitized by Google 




184 



dunque sol 



« 

cos — 




* 

seti — 
in 

successivamente ai cinque poliedri darà i medesimi valori 

1 

di cos C , o di 1 — 2 sera 1 C che con altro metodo ab- 



biamo trovali. A tale oggetto bisogna sostituir in ciascun 
caso i valori di m ed n , cioè : 

Tetraedro, Esaedro, Ottaedro, Dodecaedro, Isocaedro 
m = 3,5,4 , 3 , 5 

n = 3,4,3 , 5 , 3 

11 medesimo triangolo sferico dal quale abbiamo 

dedotta la inclinazione di due facce adiacenti dà ancora 



LU «t *r _» 

cos p q = col p col q , ovvero^— — cot — cof.— .Dunque* 

se si chiami R il raggio della sfera circoscritta al polie- 
dro, ed r il raggio della sfera nel medesimo iscritta, si avrà 

— zelano — tang — : d’ altronde facendo il lato Alì=a , 
r * in » 7 



si à CA = , e per conseguenza R’=r’-^ 

sen~ scn '~Z 

n n 

Queste equazioni daranno per ciascun poliedro i valori dei 
raggi R ed r delle sfere circoscritta ed iscritta. Abbiamo 

• 1 * 1 - 

pure, supponendo C cognito, r — — a cot— tang^C., ea 



R = i-a tang? tang C. 

Nel dodecaedro ed icosaedro si vede chiaro che il 

R *• z 

rapporto — à lo stesso valore tang ^ ,an 9~g ■ Dunque, se 
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R è lo stesso per ambedue, r sarà pure lo stesso, e vale 
a dire che se questi due solidi sono iscritti in una me- 
desima sfera, saranno ancora circoscritti alla medesima 

sfera, e reciprocamente. La medesima proprietà à luogo 

• •» 

tra 1’ esaedro e 1’ ottaedro , poiché il valore — si per 

F uno , come per P altro è tang tang 

Osserviamo che i poliedri regolari non sono i soli so- 
lidi che sieno compresi sotto i poligoni regolari eguali; 
poiché , se si addossino con una faccia comune due te- 
traedri regolari eguali , ne resulterà un solido formato 
da sei triangoli eguali ed equilateri. Si potrebbe forma- 
re ancora un altro solido con dieci triangoli eguali ed 
equilateri. Ma i poliedri regolari sono però i soli , che 
abbiano nel tempo stesso tutti gli angoli solidi eguali. 

NOTA DECIMA 



Sull’ area del triangolo sferico. 



Sia 1 il raggio della sfera,.,* la semicirconferenza d’ un 
cerchio ; sieno a, 6, c, i tre lati di un triangolo sferico; 
A, B, C gli archi di cerchilo massimo che misurano gli 
angoli opposti. Sia A4-B+&*--*=S , secondo ciò che è 
stato dimostrato net testo f Prop. 23, lib. VII I ) F area 
del triangolo sferico è eguale all’arco S moltiplicato pel 
raggio, il qual prodotto è parimente rappresentato da S. 
Ora , per le analogie di Neper , si à 



A + B C 

i 1 • r.nt. — • • 



0+6 

cos_ ; 



e ricavando il valore di tang ~(A+B) , se ne dedur- 

1 J i i 

rà facilmente quello di tang ( £• A — B C ) = 



Legendbb Geom. Solida 
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, 1 I . 

cot-~ a col- b=cos C 

1 1 22 
— col — S*, e si avrà pure cot— S = ___ , 

2 - senC 

forinola semplicissima che può servire a calcolare l’area 

di un triangolo sferico quando si conoscono due lati a , b, 

e P angolo contenuto C. SI possono ancora dedurre più 
conseguenze. 

1. ° Se l’angolo C è costante, come pure il prodotto 
a b 

col —col —, l’area del triangolo sferico, rappresentata da 

S, resterà anche essa costante. Dunque due triangoli CAB, 
ri g .»8».CDE, ( fig. 282 ) che anno un angolo eguale C, saranno 

1 1 1 

equivalenti se si avrà tang — CA ; tang- CD II tang —CE 

* £ 

1 

: tang — CB, vale a dire, se le tangenti delle metà dei 

L 

lati che contengono l’angolo eguale sieno reciprocamente 
proporzionali. 

2. ° Per fare sul lato dato CD e col medesimo angolo 
C un triangolo CDE equivafente al triangolo dato CAB 
bisogna determinare CE per la proporzione 

tang-l CD : tang |-CA :: tang ~ CB : tang ^ CE. 

3. ” Per costruire con l’angolo del vertice C un tri- 
angolo isoscele DCE equivalente al triangolo dato CAB , 

1 i 

bisogna prendere tang — CD o tang — CE media propor- 
1 i 

zionale tra tang — CA e tang — CB. 

-4 2 

cot -a col ~-b-\-cos C 

| 2* 2à 

4.° La medesima formola col — S= — 

2 sen C 

può servire a dimostrare in una maniera semplicissima la 
proposizione xxvi del libro VII, cioè, che di tutti i tri- 
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angoli sferici formati con due lati dati a e 6 , il maggiore 
è quello nel quale l* angolo C contenuto tra i dati sia 
eguale alla somma degli all ri due A e 11. 

Col raggio OZ=l ( fig. 283 ) descrivete la seinieircon- 85 
ferenza VMZ -, fate V arco ZX=C, e dall’ altra parte del 

1 1 

centro prendete OP =cot~a cot—b -, finalmente tirate PX 

2 * 2 



ed abbassate XY perpendicolare sopra PZ. 



Nel 



PY 



triangolo rettangolo PXY si à col P = — ^ = 



cot 1 a coti b+cos C 



sen C 



-, dunque P= — S; dunque la super- 



Ccie S sarà un maximum se lo sarà P angolo P. Orà, è 
evidente che , se si conduca PM tangente alla circonfe- 
renza, l’angolo MPO sarà il maximum degli angoli P, ed 



ì 

allora si avrà MPO=MOZ — — «. Dunque il triangolo sfe- 

2 



rico formalo con due lati dati, sarà un maximum se si 
1 1 

avrà *5 S=C — -■ « , ovvero C=A-f-B •, il che si accorda 

con la proposizione citata. 

Si vede nel medesimo tempo in virtù di questa co- 
struzione che non vi sarebbe luogo al maximum se il punto 
P fosse dentro del cerchio, e vale a dire se si avesse col 

i 1 

— a col — b < l : condizione dalla quale ricavasi in se- 



i 1 1 f 4 

guilo col - a < tang - 6 ; tang { -r — - a ) < tang - b , 

1 4 1 

"5 * "”*5 a < ^ e fi< ia l men l e * ’i >1 c l ,e 8 * ac ’ 
corda pure con lo scolio della medesima proposizione. 
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PROBLEMA PRIMO. 



Trovare la superficie di un triangolo sferico per mezxo 
dei suoi tre lati. 

x. 

Per questo bisognerà nella forinola 



1 1 

col 5 - acot £ b -f- cos C 



col-S=- 



sen C 



sostituire i valori sen C e di cos C espressi con a, ò, c; ora si à 

4 zcosa 1 + cos b 



cos c~ cos a cos b 



cosC= 



-,e cot - a cof- 6= 



sen a 



sen b 



sen a sen b 
da ciò resulta 

i ì , 1-4-cos o4-cos 6 -f cos c 

T 2 2 sena sen b 

In seguito il valore di cos C dà 

a-\-b-\~c a-\-b—c 

.... 2 sen — - — sen — _ — 

_ cosc—*cos(a-{- b) 2 2 

l-f-cosC= — — 



sm a sen b 



sen a sen b 



1 —cos G 



o-l-c— 5 6-4-c— a 

.v 2 sen — ~ — sen — 

cos (a — b ) — cos c 2 z 



sen a sen b 



sen a sen b 



Moltiplicando tra loro queste due quantità ed estraendo la 
radice quadrata del loro prodotto , si avrà 



se«C=* 



„ B // a-\-b-\-c a+c—b 6-fc— 

2 i/ ( sen— — sen-- sen — sen — - — /* 

r \ 2 2 2 2 



Dunque in fine 



sen a sen b 
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\ 1+cos a-f-cos 6-f-cos c 

*ot- S= — 

./ a+64-c a-f-ft— c a-\-c—b b+a — c\ 

2 seri ^L-sen-^—sen __ sen — J 

Questa formola risolve il problema proposto ; ma si può 
arrivare eziandio ad un resultato più semplice. 

Perciò ritorniamo alla formola 



S =- 



1 1 

eoi — a cot — 6-f-cos C 

2 Z 



sen G 



e ricaveremo subito 1+coi 1 — S , ovvero 

cot *- 1 a coi*-Ì &-f-2 coi-^ a coi ~6 cos C -+■ 1 
. sen* C 

> m% ì s 

Ora il valore di cos C dà 

» . cose — cos acosb 



1 1 

2 coi Tra coi— b cos C= 
2 2 



2 sen * -a sen 1 -& 



nel numeratore in luogo di cos c, cos a, cos b , i loro va- 
lori 1—2 sen* ^-c, 1—2 sen * i- a, 1-2 sen a i 6, e ridu- 
cendo si avrà 



1 1 

2 cot— a cot-x b cos C 'ss 
A A 



i i . i 
sen * -o+sen* — o — sen*- c 

sen* -a sen ^b 



Si à d’ altronde 
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1 1 

col 5 -a col\ b = 



| f 

I — sen 1 - al - sen 5 —6 
2 2 



a 1 , 1 , 
«en-g a se» 1 — 6 



1 1 A 

1 — sen 5 a— sen 1 



_j_ 1. Dunque, sostituendo questi 



sen 5 -^ a «» l 4 b t A 
- 1 — sen 5 -c 

4 2 



valori, si avrà = li ’ 

sen 5 ^ S «en 5 -gasen 5 ~6sen 5 C 



4 1 

sen— a sen — b sen C 
2 2 



die dà sen — S = 
2 



1 

COS-Q c 



, c , rimettendo 



Il valore di sen C, si à 

. // a-\-b-\-c 0-4-6 — c a-{-c — b 6-j-c — a \ 

t/ I sen — - — sen' — - — sen — - — sen — - — ] 
\ r \ 2 2 2 2 / 



** <11 

2 cos — a cos —6 cos-r, c 

2 2 2 

Formola comoda pel calcolo logaritmico. 

1 

Se si moltiplichi questa pel valore di col — S, resulterà 

l 1 l 

l-f-cosa+cos6-j-cos c cos 5 — a -j-cos 5 — 6-{-cos 5 — c — l 

■ ^ 2à ** 

cos— S— = — — • 

2 . 1 i . 1 _ 1 1.1 

4 cos -r: a cos— b cos —c 2 cos —a cos— bcos-^c 
2 2 2 2 2 * 

Nuova formola che à il vantaggio di essere tutta com- 
posta di termini razionali. 
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Da questa ricavasi ancora 



, ovvero 



1 

sen-^S 



tang ~S= 



i — cos'la— cos‘1 b — cos’l c-4-2cos* a cosi 6 cosi c 
\ 2 2 2 2 2 2 



n 



a-\-b-{-c c-\-b — c a-j-c — b &-}~ c — a 



sen — ~ sen 

2 2 



-sen— — sen- g 



) 



Ora il numeratore di quesla espressione può decomporsi 
in fattori, come si è fatto per uua simile quantità, nota 
V, problema IV ; si avrà così 



a-\-b-\-c a-\-b — e a-\-c — b 6-j-c — a 

4 sen sen sen sen 



tm 9 rS; 



4 



4 &=- 



n 



aA-b+c «+ò— c fl-fc— 6 64-c— a 

■ _ cm — <pn — — — 



sen — 2 — se1i 2 sew "2 2 



) 



l 

sen-p / 

Ma si à = 

y sen p 



sen’-lp 






, a t 1 

^2sen-| P cos^p. 



. dunque finalmente 



. 1 m // a-4-Zi-j-c a-\-b— e a-4-c — b b-V-c — a\ 

tang-^—sf/ ft a ng—~-latig~A-^- tang — J. 



Questa elegantissima formola ò dovuta a Simone 
Lhuillicr. 
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problema secondo. 

* 84 Essendo dati i tre lati BC=a, AC=ò, AB==c (fig. 284 ) 
L determinare la posizione del punto I, polo del cerchio- 
circoscritto al triangolo ABC. 

Sia F angolo ACI=ar, e 1’ arco AI=CI=BI=? i nei 
triangoli CA1°, CBl , si avrà , per le forinole cognite , 



cos xz 



cos t — cos bcos $ 1 — cos b 



sen b sen <p * en b 



» seti b _ 

—~~ 7 ZTh e °‘ »=&Tò ’ ' 



1 — cosa n cos(C x ) 
cos(C-x)= ,^ —cot *. Dunque — » ov ' ero 



sen a 



COS X 



cos 



A-\-COsb){i—COSa ) cf>e| jhipndf» 

C + «mC tang x =<— — se ^~~ ' soslituendo 

in questa equazione i valori di cos C e sen C espressi 
con a , b , c , e facendo , per brevità , 

M =\/(4 — cos’ a-cos' b-cos' c+2 cos a cos b cos c ), 

. , , iitn/t „ i+cosb-c oscc-cosa formola 

che determina 1’ angolo AC1. Si può osservare che per i 
triangoli isosceli ACI, ABI, BCI si à AGI (C-f- A B) 

avrebbesi parimente BCI ^ 

B— C ). Da ciò resultano qtieste formolo 

l-|-cos 6 — cos a— cos c 
tang — ( A-fC — B ) = ' 



, \Mco$ a—cos b—cos c 

tang -(R+C— A)= 



M 

-cc 

M 
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tang- (A+B— C)= 



1 -\-cos c—~cos a— cosò 

lì 1 



m 



alle quali si può aggiungere quella che dà col ~ S , e 

2 

che può mettersi sotlo la forma 



iang- ( A+B+C )= 



— 1 — cos a—cos b — cos c 



2 M 

Il valore di tangente x che abbiamo trovato dal -^-tang'x, 
1 2(i-f-cos b ) (1— cos c) (1 — cos a) 



Ovvero 



cos * x M* 

111 

16 cos* prò sen*~ c sen* ~a 
2 2 2 



I 



M* 

i 1 { 

4 cos —o sen-? c sen-? a 
2 2 2 



■1 



dunque =- 



M 



COS X 

1 — cos 6 ^ 

#os#=-— — — col t = tongr- b col <p, si ricava 



Ma dalla equazione 



tang ~b 

tang ; dunque tan j<p= 

cos x 



4 seni a seni & ,eni c 



M 



111 

2 sen-^ a sen- b sen ^ c 



/ '/ ( .^, a + ft + c a+b—c a+c— ò a-f-c— a \ 

Z 7 scn^r^y 



Legbndbb Geom. Solida 



2o 
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PROBLEMA TERZO. 



1M 



Determinare sulla superficie della sfera la linea nella quale 
sono situali tutti i vertici dei triangoli della medesima 
base e della medesima superficie. 

FÌJ..8!, gj a 28 . 1 ) uno dei triangoli sferici la cui 

base comune è AB=c, e la superficie data A-f*B-|-C — * 
z=S. Sia 1PK una perpendicolare indefinita alzala sulla 
mela di AB ; avendo preso JP eguale al quadrante , P 
sarà il polo dell’ arco AB , e 1’ arco PCD condotto pei 
plinti P , C sarà perpendicolare sopra AB. Sia ID=p , 
€.D=q -, i triangoli rettangoli ACD , BCD, nei quali si à 

1 i 

AC—b , BC=o, AD=p-(-— c , BD=p— c , daranno 

2» là 



cos a—eos q cos ( p — ~ c ), coj b=cos q cos ( p-\-~ ^ c). 

Ma si è trovato precedentemente 

1 1-1 -cos a-\-cosb-\rcose 

eot ~S= — v 

2 sen a sen b sen C 

sostituendo in questa forinola i valori coj a-j-coj 6=2 eoe 
q cos p cos c, 1 — coj c=2 cos ~ c , sen b sen C=jc» « 

jen B=2 sen~c cos g- c sen B •, si avrà 



eot 4 S 
2 



cos ^ c-J-coj p cos q 



sen a sen — c sen B 
2 



D’ altronde nel triangolo rettangolo BCD si à ancora sen 
a sen B=jc« q ; dunque 
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cos -e-^-sosp cos q 




1 

sen — c sen q 

ovvero cos p cos q—cot _ S sen — c sen q — cos ^ - c. Questa 

2 2 2 

è la relazione tra p e q che deve determinare la linea 
sulla quale sono situati tutti i punti C. 

Avendo prolungato IP di una lunghezza PK=rx, con- 
giungete KG, e sia KC=y •, nel triangolo PKC, ove si à 

\ 

(li e l’angolo KPC=ir— p, il Iato KG si tro- 
verà mediante la formola cos KC=co* KPC sen PK sen PC 
-f- cos PK cos PC, ovvero 

cos y — sen q cos x — sen x cos q cos p ; 
nella quale sostituendo in vece di cosq cos p il suo valore 

. 1 e 1 1 

cot — b sen— c sen q—cos — c, si avrà 

1 j i 

cos y=senx cos - c-\-senq{cos x—sen x cot -S sen- c). 

^ Z Z 



Da ciò si vede che, se si prenda cos x —sen x cot — Ssen — 

2 2 

. ì 

i 1 

e — o, ovvero cot x — col — S sen— Cì avrassi cos y—sen x 



i 

cos '2 <J ’ e cos * ** '’aiore di y diventerà costante. 

Dunque se dopo di aver condotto IP perpendicolare 
sulla metà della base AB si prenda al di là del polo la 

parte PK tale che cot PK=cot — S sen e , tutti i ver- 

tici dei triangoli che ànno la medesima base c « la me- 
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desima superficie S, saranno situati sul cerchio minore de* 
scritto dal punto K, come polo, ad una distanza KG tale, 

che cos KC = sen PK cos —c. 

Questo teorema è dovuto a Lexell. ( Vedete il to- 
mo V , parte 1 dei Nova Acta Petropolitana ). 

NOTA UNDECIMA 



Sulla proposizione UI , libro Vili. 



Questa proposizione può esser dimostrata più rigo- 
rosamente riportandola ai lemmi preliminari nella manie- 
ra seguente. 

Dico primieramente, che la superficie convessa ter- 
fù-.* 5 * minata dalle costole ( fig. 232 ) AF, BG e dagli archi A 
u B, F x G non può essere minor del rettangolo ABGF, 
che è porzione corrispondente della superficie del prisma 
iscritto. 

Infatti , sia S la superficie convessa cui si tratta, e 
sia, se è possibile , il rettangolo ABGF ovvero ABXAF 
r=S-f-M, M essendo una quantità positiva. 

Prolungate l'altezza AF del prisma e del cilindro fino 
ad una distanza AF' eguale ad « volte AF, n essendo un 
numero intero qualunque. Se si prolunghino nel medesimo 
tempo il cilindro ed il prisma, è chiaro che la superficie 
convessa S', compresa tra le costole AF', BG', conterrà 
« volte la superficie S -, di maniera che si avrà S'=nS’, e 
perchè nXAF=AF' si avrà ABXAF'=nS-f-nM=S'-{-nM. 
Ora n essendo un numero intero qualunque ed M una super- 
ficie data , si può prendere n in modo , che si abbia n M 
maggiore del doppio del segmento A u B, poiché basta per 



2A u B 

questo far n > — — $ dunque allora il rettangolo 
M 



ABXAF' ovvero la superficie piana ABG'F' sarebbe mag- 
giore della superficie circondante, composta dalla super- 
ficie convessa S' e dai due segmenti circolari eguali A 
« B, F' x‘ G'. Ora , al contrario, la seconda superficie 
è maggior della prima , in virtù del primo lemma pre- 
liminare ; dunque i.° non si può avere S<ABGF. 

Dico in secondo luogo, che la medesima superficie co*- 
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vessa S non può esser eguale a quella del rettangolo ABGF. 
Poiché supponiamo, se è possibile, che prendendo AE=AB, 
la superficie convessa AMK sia eguale al rettangolo AFRE; 
per un punto qualunque M dell’ arco AME conducete le 
corde AM, ME, ed alzate MN perpendicolare sul piano della 
base. I tre rettangoli AMNF , MEKN, AEKF, avendo la 
medesima altezza, stanno tra loro come le respettive basi 
AM, ME, AE. Ora si à AM+ME>AE; dunque la somma 
dei rettangoli AMNF, MEKN è maggiore del rettangolo 
AFRE. Questo ultimo è , per ipotesi , equivalente alla 
superficie convessa AMK , composta dalle due superficie 
parziali AN, MK. Dunque la somma dei rettangoli AMNF, 
MEKN è maggiore della somma delle superficie convesse 
corrispondenti AN, MK. Dunque bisognerà , che uno al- 
meno dei rettangoli AMNF, MEKN sia maggiore della su- 
perficie convessa corrispondente. Questa conseguenza è 
contraria alla prima parte già dimostrata. Dunque 2." la 
superficie convessa S non può esser eguale a quella del 
rettangolo corrispondente ABGF. 

Segue da ciò che si à S>ABGF, e che ancora la 
superficie convessa del cilindro è maggiore di quella di 
qualunque prisma nel medesimo iscritto. 

Con un ragionamento assolutamente simile si pro- 
verebbe , che la superficie convessa del cilindro è mi- 
nore di quella di qualunque prisma circoscritto. 

NOTA DUODECIMA 

Sopra la eguaglianza e la similitudine dei poliedri. 

Si trovano nel principio dell’ XI 0 libro di Euclide le 
definizioni 9 e 10 così concepite. 

9. Due solidi sono simili allorché son compresi da 
un medesimo numero di piani respellicamente simili. 

10. Due solidi sono eguali e simili allorché son com- 
presi da un medesimo numero di piani respettivamente 
eguali e simili. 

V oggetto di queste definizioni essendo uno dei punti 
i più difficili degli elementi di geometria , noi gli esa- 
mineremo con qualche dettaglio, e discuteremo nel me- 
desimo tempo le osservazioni fatte a questo oggetto da 
Roberto Simson nella sua edizione degli elementi a pag. 
588 e seguenti. 
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lu primo luogo Diserreremo eoi precitato Roberto Si'm- 
son die la definizione 10 non è propriamente una defi- 
nizione, ma un teorema che bisognerebbe dimostrare , 
poiché non è evidente, che due solidi sieno eguali per la 
sola ragione che ànno tutte le facce respeltivamente e- 
guali ; e, se questa proposizione è vera, convien dimo- 
strarla o con la soprapposizione o in qualunque altra ma- 
niera. Si vede in seguilo che il vizio della definizione 10 
è comune alla definizione 9. Poiché, se la definizione 10 
non è dimostrata, si potrà credere che esistano due so- 
lidi ineguali e dissimili, le cui Iacee sono eguali; ma al- 
lora , secondo la definizione 9 , un terzo solido che a- 
vesse le facce simili a quelle de’ due primi sarebbe si- 
mile a due corpi di differente forma ; conclusione che 
implica contraddizione od almeno che non si accorda con 
1’ idea che si attacca naturalmente alla parola sìmile. 

Piu proposizioni deli’ XI. ° e XU.° libro di Euclide son 
fondate sulle definizioni. 9 e 10, e tra le altre la proposi- 
zione XXVIII del libro XI dalla quale dipende la misura 
dei prismi o delle piramidi. Sembra dunque che si pos- 
sano rimproverare agli elementi di Euclide di contenere 
un gran numero di proposizioni che non sono rigorosa- 
mente dimostrate. Ma vi è una circostanza bastevole ad 
indebolire questo rimprovero, e che non devesi omettere. 
Le figure, mercè le quali Euclide dimostra la egua- 
glianza o la similitudine dei solidi fondandosi sulle defini- 
zioni 9 e 10, sono tali che i loro angoli solidi non sono 
formali da più di tre angoli piani. Ora , se due angoli 
solidi sono composti ciascuno di tre angoli piani respet- 
tivamente eguali , è dimostrato assai chiaramente in più 
luoghi da Euclide che questi angoli solidi sono eguali. D’al- 
tronde , se due poliedri anno le facce respeltivamente 
eguali o simili , gli angoli solidi omologhi saranno com- 
posi i da un medesimo numero di angoli piatii respcltiva- 
ìneute egua i. Dunque , fiutaulocché gli angoli piani non 
sono in maggior numero di tre in ciascun angolo solido, 
è chiaro che gli angoli solidi omologhi sono eguali. Ma, 
se le facce omologhe sono eguali, e gli angoli solidi omo- 
loghi eguali, non vi è più dubbio clic i solidi non sieno 
eguali ; poiché essi potranno essere soprapposli, od almeno 
saranno simmetrici l’uno rispetto all’altro. Si vede dunque 
che l’enunciato delle definizioni 9 e 10 è vero ed ammis- 
sibile almeno nel caso deg i angoli solidi tripli ehe è il 
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solo flel quale Euclide abbia fatto uso. Cosi il rimprover» 
il’ inesattezza ohe si potrebbe fare a questo autore o ai 
suoi commentatori cessa di essere cotanto grave, c non 
rade più che sopra le restrizioni e spiegazioni che egli 
non à date. 

Resta ud esaminarsi se 1’ ennneiafo della definizione 
10 che è vero nel caso degli angoli solidi tripli sia vero 
altresì in generale. Roberto Simson assicura clie ciò non 
è , e che si possono costruire due solidi disuguali , i 
quali saranno terminati da un medesimo numero di facce 
respotl Rumente eguali. Egli cita, per appoggio della sua 
assertiva , un esempio che si può generalizzare cosi. 

Se ad un poliedro qualunque si aggiunga una pirami- 
de, dandole per base una delle facce del poliedro-, se in 
seguilo in vece di aggiungervi la piramide, essa si tolga, 
formando nel poliedro una cavila eguale alla piramide , 
avrete così due nuovi solidi che avranno facce respeltiva- 
mentc eguali, e frattanto questi due solidi saranno ineguali. 

INon vi è alcun dubbio sulla ineguaglianza dei due 
solidi così costrutti \ ma noi osserveremo clic uno di que- 
sti solidi contiene angoli solidi rientranti : ora è più clw 
probabile che Euclide abbia inteso escludere i corpi ir- 
regolari che anno cavità od angoli solidi rientranti , e 
che si è limitato ai poliedri convessi. Ammettendo questa 
restrizione, senza la quale, per il conlrario , altre pro- 
posizioni non sarebbero vere, l’esempio di Roberto Sim- 
son non conclude nulla contra la definizione o teorema 
di Euclide. 

In qualunque modo la cosa sia, resulta da queste os- 
servazioni che le definizioni 9 e 10 di Euclide non posso- 
no essere conservaletali come esse sono. Roberto Simson 
sopprime la definizione dei solidi eguali che infatti non 
debb’ esser posta se non che fra i teoremi, ed egli defi- 
nisce per solidi simili quelli che son circondati da un me- 
desimo numero di piani simili, e che anno gli angoli so- 
lidi respetlivamenle eguali. Questa definizione è vera, ma 
essa à l’inconveniente di contener condizioni superflue. Se 
si sopprime la condizione degli angoli solidi eguali , si 
ricaderebbe nell’ enunciato di Euclide che è difettoso, per- 
chè suppone la dimostrazione del teorema riguardante 
i poliedri eguali. A scanso di ogni imbarazzo abbiamo cre- 
duto a proposito di dividere in due parli la definizione 
do’ soljdi simili; primieramente abbiam definite le piramidi 
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triangolari simili -, dipoi abbiam definiti per solidi tintiti 
quelli che ànno le basi simili, ed i cui vertici omologhi 
fuori di queste basi son determinati da piramidi trian- 
golari respettivamenle simili. 

Questa definizione esige, quanto alle basi, supponendole 
triangolari , due condizioni , e per ciascuno dei vertici 
fuor delle basi tre condizioni} di maniera che, se S è il 
numero degli angoli solidi di ciascuno dei poliedri , la 
similitudine di questi poliedri esigerà 2-J-3 (S — 3) angoli 
eguali da una parte e dall’ altra , ovvero 5S — 7 condi- 
zioni-, nè alcuna di queste condizioni è superflua o com- 
presa nell’ altra. Poiché consideriamo qui due poliedri 
come aventi semplicemente il medesimo numero di vertici 
o di angoli solidi} allora bisognano rigorosamente e senza 
ometterne alcuna le 33—7 condizioni perchè i due so- 
lidi sieuo simili ; ma se prima di lutto si supponga elio 
sono l’uno e l’altro delia medesima specie , e vale a dire 
che essi ànno un egual numero di facce , e che queste 
facce paragonate insieme ànno respettivamente un egual 
numero di lati, questa supposizione conterrebbe alcune 
delle dette condizioni nel caso che vi fossero facce di 
più di tre lati , e queste condizioni diminuiranno di al- 
trettanto il numero 5S— 7, di modo che in luogo di SS — 7 
condizioni, non ne bisogneranno che A— 1 : sopra di che 
vedete la nota Vili. Si fa manifesto da ciò cosa sia che 
dà luogo alla difficoltà di porre una buona definizione del 
solidi simili; questa è che si possono considerare come 
essendo della medesima specie o solamente come avendo 
un egual numero di angoli solidi. In quest’ ultimo caso 
ogni difficoltà è allontanata, e bisogna che le 5S — 7 con- 
dizioni contenute nella definizione sieno soddisfatte tutte 
perchè i solidi sieno simili , e se ne concluderà con più 
ragione che essi sono della medesima specie. Del resto la 
nostra definizione essendo completa, ne abbiamo dedotta 
come teorema la definizione già data da Roberto Simson* 
Si vede dunque che si può ben tralasciare di porre 
negli Elementi ii teorema concernente 1’ eguaglianza dei 
poliedri} ma siccome questo teorema è interessantissimo 
per sè stesso , si stima conveniente di qui rapportarne 
la dimostrazione che servirà a completare la teorica dei 
poliedri (f). 

(I) La dimostrazione che diamo qui è , talco alcuni 
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La quìslione che bisogna esaminare è di sapere se, 
facendo variare le inclinazioni dei piani che compongono 
la superficie di un poliedro convesso dato, si possa for- 
mare un secondo poliedro convesso, compreso sotto i me- 
desimi piani poligonali disposti tra loro nel medesimo 
ordine. 

Osserveremo in prima che, se vi è un secondo po- 
liedro che soddisfa alla quistione, questo non può esse- 
re il poliedro simmetrico del poliedro dato , perchè in 
questi due poliedri i piani eguali son disposti in un or- 
dine inverso intorno agli angoli solidi corrispondenti. 
Quindi la considerazione dei poliedri simmetrici dev’ es- 
sere intieramente esclusa dall’ oggetto cui ci occupiamo. 

Osserveremo in secondo luogo , che se II poliedro 
dato contiene uno o molti angoli solidi tripli, questi an- 
goli sono di lor natura invariabili, poiché la conoscenza 
di tre angoli piani basta per determinare le scambievoli 
inclinazioni di questi piani , quando essi sono riuniti in 
angoli solidi. Si possono dunque sopprimere nei solidi pro- 
posti tutte le piramidi triangolari che formano gli angoli 
solidi tripli (1) ; e se il nuovo poliedro che resulta da 
questa soppressione offra ancora degli angoli tripli , si 
potranno del pari sopprimerli , e così successivamente, 
fino a che si pervenga ad un poliedro, i cui angoli so- 
lidi non comprendano meno di quattro angoli piani per 
ciascuno. In fatti, se il solido proposto può cambiare di 
figura per qualunque variazione nelle inclinazioni dei suoi 
piani, questo cambiamento non può aver luogo sopra le 
piramidi sottratte , ed esso dovrà operarsi intieramente 
sul poliedro rimasto dopo la soppressione di tutte le pi- 
ramidi triangolari. Non ci occuperemo dunque in ciò che 
segue, che dei poliedri cui ciascuno angolo solido com- 
prenda almeno quattro angoli piani. 

Ciò posto , sia S ( Fig. 286 ) un angolo solidorig «ss. 

sviluppi , quella che M. Cauchy à presentata all’ Istituto 
nel 4812 , e che egli d scoverta partendo da alcune idee 
che erano state proposte sul medesimo oggetto nella pri- 
ma edizione di questi elementi , pag. 327 , e seguenti. 

(1) Se uno stesso spigolo fosse comune a due an- 
goli solidi tripli, non si sopprimerebbe nella prima ope- 
razione che uno di questi angoli, 
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qualunque del poliedro , e sia descriva , col vertice S 
come centro, una superficie sferica, le intersezioni della 
quale co’ piani dell’ angolo solido formeranno un poligo- 
no sferico ABCDEF. 1 lati di questo poligono AB , BC, 
eie., servono di misura agli angoli piani ASB, BSC, etc. 
e sono per conseguenza invariabili. In quanto agli angoli 
A, B, C, etc., del poligono, ciascuno di essi è la misura 
deli’ inclinazione dei due piani adiacenti dell’ angolo so- 
lido : cosi 1’ angolo lt è la misura dell’ inclinazione dei 
piani ASB , SBC. , che chiameremo , per abbreviare in- 
clinazione sullo spigolo SB •, similmente l’ angolo C è la 
misura dell’inclinazione sullo spigolo SC, e così di seguito. 

Potremo dunque giudicare questi cambiamenti della 
figura di ciascun angolo solido S, da quelli del poligono 
sferico ABCDEF, i cui lati sono costanti, purché però il 
poligono non cessi di essere convesso. Ora, in questi po- 
ligoni , il segno delle variazioni sopra gli angoli offrono 
ieggi molto rimarchevoli che noi esporremo nei due lem- 
mi seguenti. 

LEMMA PRIMO 

Essendo dati lutti i lati di un poligono sferico AB, BC, 
Fir.»86. CD , DE ( Fig. 286 ), ad eccezione dell' ultimo AF, se 
si fa variare uno degli angoli B, C, D, E , opposti al 
lato AF. gli altri essendo costanti; dico che il lato AF 
aumenterà se l’ angolo aumenta , e che esso diminuirà 
se l'angolo diminuisce Supponendo sempre che il poligono 
sia concesso prima e dopo il suo cambiamento di figura. 

Supposto da principio che si faccia variare l’angolo 
B, i tre altri C, D, E essendo costanti, se si congiunga 
BF, la figura BCDEF non subirà alcuna variazione, c BF 
sarà costante. Si avrà dunque un triangolo sferico ABF, 
i cui lati AB , BF sono costanti , e nel quale I’ angolo 
• ABF varia di una stessa quantità dell’ angolo ABC del 
poligono , poiché la parte FBC resta costante. Ora, peé 
le proprietà cognite (1), si sa che il lato AF aumenterà 
se l’ angolo ABF aumenta , e che diminuirà se 1’ angolo 
ABF diminuisce. 

(t) Questa proposizione si dimostra della stessa maniera 
che la proposizione A', Itb. /, per i triangoli rettilinei. 
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Suppongasi ora clic 1’ angolo C varia, i tra altri B, 
D, E essendo costanti -, se si tirino la diagonali AG, FG 
è evidente che queste diagonali resteranno costanti al 
pari degli angoli ACB, FGD ; si avrà dunque ancora un 
triangolo sferico, ACF i cui lati AG, GF sono costanti , 
e nel quale l’angolo AGF varia delia stessa quantità del- 
1’ angolo C del poligono -, dal che si concluderà simil- 
mente che il lato AF aumenterà so l’angolo C aumenta, 
e che diminuirà se 1’ angolo G diminuisce. 

Egli è chiaro che Io stesso ragionamento può appli- 
carsi alla variazione dell’uno o dell’altro degli angoli l) 
od E, e che esso avrebbe luogo per ogni altro poligono 
sferico di più di tre lati. Quindi la conclusone sarà, in 
ogni caso , conforme allo enunciato della proposizione , 
se ogni volta il poligono è convesso prima e dopo il sur* 
cambiamento di figura. Questa restrizione è necessaria , 
poiché se P angolo E , per esempio , diminuisse sino s 
che il punlo F cadesse sulla diagonale AE, allora AF sa- 
rebbe un minimum; e se, a coniare da questo punto, si 
continuasse a diminuire P angolo E , è visibile , elio il 
lato AF alimenterà in luogo di diminuire : ma, in que- 
sto ultimo caso, l’angolo AFE diverrebbe un angolo rien- 
trato , ed il poligono cesserebbe di essere convesso. 

Corollario. Supponendo le medesime cose , se più 
angoli opposti all’ ultimo luto AF aumentano, e che nes- 
sun di essi diminuisce, il lato AF aumenterà necessaria- 
mente per P effetto di tutte le variazioni riunite. Il con- 
trario avrà luogo , se piu angoli- opposti al lato AE di- 
minuiscano , e che nessuno di essi aumenti. 

Poiché , se per 1’ effetto delP aumentazione o della 
diminuzione simultanea , gli angoli A , B , C eie. del 
poligono debbono essere cambiati in A 7 , B 7 , G 7 , etc. , 
si potrà passare successivamente dal poligono proposto a 
quello che non contiene che un angolo variato A' ; da 
questo al poligono che non contiene che i due angoli va- 
riati A 7 e B 7 , e così di seguilo. Ora in ciascuno di que- 
sti passaggi, P applicazione della proposizione é manife- 
sta e conduce sempre al medesimo resultato. 
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LEMMA SECONDO 

Essendo dato un poligono sferico convesso , * cui lati sono 
costanti , e che ne abbia più di tre , se si fanno va- 
riare gli angoli in una maniera qualunque , senza però 
che il poligono cessi di essere convesso; se si mette in 
seguito il segno + vertice di ogni angolo che au- 
menta , il segno — al vertice di ogni angolo che dimi- 
nuisce , e che non si metta segno alcuno agli angoli 
che restano costanti ; dico che facendo il giro del po- 
ligona , si dovranno trovare al meno quattro cambia- 
menti di segni da un vertice al vertice seguente. 

In falli 4.® se n è il numero degli angoli del poligo- 
no, esso non potrà avere che n — 2 angoli consecutivi, 
che aumentano tutti nel tempo stesso , ovvero dei quali 
alcuni aumentano , e gli altri restano costanti *, poiché, 
se P uno o l’altro di questi casi avesse luogo, ne segui- 
rebbe , per lo corollario del lemma precedente , che il 
lato del poligono che è opposto a questi n — 2 angoli 
aumenterebbe , ciò, che è contro all’ ipotesi , che tutti i 
lati del poligono sono costanti. Per una simile ragione 
non si potrà supporre che n — 2 angoli consecutivi dimi- 
nuiscano tulli nel tempo stesso, o che alcuni diminuisca- 
no lasciando, gli altri costanti. Dunque nella serie degli 
» — 2 angoli consecutivi, dovrà esservi almeno un cam- 
biamento di segno , e con più ragione questo cambia- 
mento dovrà essere osservato nella serie degli n angoli 
consecutivi, allorquando si farà l’intiero giro del poligono. 

2.° Le variazioni degli angoli del poligono non pos- 
sono essere tali , che esse offrano solamente una serie 
di segni , ed una di segno — , di modo che non vi 
sono che due cambiamenti di segno nel giro intero del 
poligono. 

*ì*.» 87 . Poiché siano, per esempio, A, B , C ( Fìg. 287 ) i 
tre angoli segnati col segno -+*, D, E, F, G, i quattro 
segnati dal segno — ( questa ipotesi comprende quella 
cui sarebbe un numero di segni minore in ciascuna se- 
rie, a motivo della invariabilità di qualche angolo ). Se la 
figura rappresenta lo stato iniziale del poligono , la dia- 
gonale GD dovrà aumentare alior quando si aumenteranno 
tulli gli angoli A, B, C, o solamente alcun di essi ; ma 
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la slessa diagonale GD , come appartenente al poligono 
GFED , gli altri lati del quale sono costanti , dovrà di- 
minuire nel tempo stesso che gli angoli F ed E , o al 
meno restare costante , se de’ quattro angoli D , E, F, 
G, non vi sono che D e G, e solamente uno di essi che 
diminuisca ; dunque l’ ipotesi cui si tratta non potrebbe 
aver luogo •, dunque la variazione degli angoli non può 
essere tale da offrire solamente due serie , una di se- 
gni -f e I’ altra di segni — . 

3.° Egli è egualmente impossibile che facendo il giro 
del poligono, non si trovino che tre serie alternative di 
segni + e di segni — , poiché, in questa ipotesi, la pri- 
ma e la terza serie sarebbero del medesimo segno, e si 
seguirebbero immediatamente, di modo che esse non for- 
merebbero che una sola serie ; dal che si vede che non 
vi sarebbero realmente nel giro del poligono che due se- 
rie , l’uria di segni -j-, e I’ altra di segni — ^ qual cosa 
noi abbiamo dimostrata impossibile. 

Dunque finalmente i cambiamenti di segni che si tro- 
veranno facendo il giro del poligono debbono essere al- 
meno al numero di quattro. 

Corollario. Ciò che abbiamo dimostrato per i poligoni 
sferici si applica immediatamente agli angoli solidi dei 
quali questi poligoni sono la misura. Quindi, essendo dato 
un angolo solido convesso , formalo da più di tre angoli 
piani , se si fanno variare le inclinazioni sopra gli spi- 
goli di una maniera qualunque , tale però che l' angolo, 
solido non cessi di essere convesso ; se tn seguito si mette 
il segno o il segno — sopra ciascuno spigolo , secondo 
che V inclinazione sopra questo spigalo aumenti o dimi- 
nuisca , e che non si marcano di alcun segno gli spigoli 
sopra i quali l’inclinazione resta costante ; dico che fa- 
cendo il giro dell’ angolo solido si dovranno trovare al- 
meno quattro cambiamenti di segni da uno spigolo al se- 
guente. Per mezzo di questa proposizione e del teorema 
di Eulero sopra i poliedri ( Prop. 2.), lib. VII ) possia- 
mo ora dimostrare il seguente teorema in tutta la sua 
generalità. 
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TEOREMA 

In ogni poliedro convesso , ciascun angolo del quale s ia 
formato da più di Ire angoli piani , è sempre impos- 
sibile di far variare le inclinazioni dei piani di que- 
sto solido , in modo da produrre un secondo poliedro 
che sia formalo dagli stessi piani disposti tra loro nello 
stesso modo che nel poliedro dato. 

Per dimostrare questa proposizione, bisogna distin- 
guere due casi , secondo che si facciano variare le in- 
clinazioni sopra tutti gli spigoli o solamente alcune di 
queste inclinazioni. 



Primo caso. 

Supponiamo che si facciano variare nel tempo stesso 
le inclinazioni sopra tutti gli spigoli, e sia N il numero 
totale dei cambiamenti di segno che si troveranno da 
uno spigolo al seguente , facendo il giro di ogni angolo 
solido. 

Si è veduto nel lemma 11 , che il numero dei cam- 
biamenti di segno non può essere minore di quattro per 
ogni angolo solido. 

Dunque se si chiami S il numero degli angoli soli- 
di , si avrà N > 4S , il segno > non escludendo 1’ e- 
guaglianza. 

Osservo ora che due spigoli consecutivi di uu angolo 
solido appartengono sempre ad una faccia dei poliedro, 
e che non appartengono che ad una sola-, dunque il nu- 
mero totale dei cambiamenti di segno osservati sopra gli 
spigoli consecutivi di ogni angolo solido dev’ essere eguale 
al numero totale dei cambiamenti di segno osservato so- 
pra i lati consecutivi di ciascuna faccia -, poiché non vi 
é nessun cambiamento di segno in un sistema che- non 
corrisponda ad un simile cambiamento nell’ altro. 

Ora , per ogni faccia triangolare, il numero dei cam- 
biamenti di segno non può essere maggiore di due, poi- 
ché facendo rientrare sopra sé stessa la serie ~| j-, 

ovvero la serie si ottengono due cambiamenti 

di segno. 
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Per ogni faccia quadrangolare il numero dei cambia- 
menti di segno è di quattro al più -, il che è evidente. 

In generale , se il numero dei lati di una faccia è 
pari = 2» , il massimo numero dei cambiamenti di segni 
che si possa trovare facendo il giro dei Iati è 2n, ciò che 
avrà luogo quando i lati portano alternativamente de’ se- 
gni -|-e—. 

Ma se il numero dei Iati di una (àccia è dispari , 
2/i-Hl,il massimo numero dei cambiamenti di segno sa- 
rà 2n solamente , poiché dando alternativamente ai lati 
i segni -He—, il primo e I’ ultimo avranno necessaria- 
mente lo stesso segno ; ciò che fa un cambiamento di 
meno di quanto sono i lati. 

Ciò posto , sia a il numero dei triangoli , b il nu- 
mero dei quadrilateri , c il numero dei pentagoni, etc., 
che compongono la superficie del poliedro dato, resulta 
da ciò die precede , che il numero totale dei cambia- 
menti di segno osservati facendo il giro di ogni faccia 
non potrà eccedere 2a sulle facce triangolari, 46 sopra 
le facce di quattro lati , 4c sopra quelle di cinque lati 
66 sopra quelle di sci lati. Dunque si avrà 

N < 2a+4&-H4c-H6d-H&e+fy‘X80-He ( c . 

Sia A il numero degli spigoli del poliedro ed II quello 
delle sue facce , si avrà 

2A=3a-H'i6-Hoc-H6<i-H’7c-H8/'4-%-Hetc. 
h =■ M- c-M+e-H/’-H tc . 

Ma secondo il teorema di Eulero, S+H=A-f2 ; dunque 
— «~H4A — 411 , e facendo le sostituzioni : 

4S=8-H2a-H46-H6c-H8d-Hl0e-Hetc. 
Paragonando questo valore al limite trovato di sopra si ricava 

N<4S — 8. 

Ma non si può avere nel tempo stesso N>4S, ed N<4S— 8; 
dunque è impossibile che le inclinazioni sopra gli spigoli 
del poliedro variano tutti nel tempo stesso senza distrug- 
gere la coerenza dei piani che formano la superficie del 
poliedro, 
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Secondo caso. 

Supponiamo ora j che. le inclinazioni sopra gli spì- 
goli non variano tutti nel tempo stesso, e che ve ne sia- 
no alcuni che restano costanti. 

Sia FI ( fig.214 ) una sua costola, si potrà immagina- 
re, eh’ esso sia soppresso, e che le due facce adiacenti 
FIO , EF1H si riuniscano in una sola non piana , termi- 
nata dal contorno di forma invariabile EFG1H. Chiamia- 
mo S', H' cd A' ciò che diventano i numeri S, Il ed A, 
dopo la soppressione di uno spigolo, avremo H'=Ii — 1, 
ed A'=A— 1 -, d’altronde si a S'=:S , poiché il numero 
degli angoli solidi è lo stesso nei due poliedri ; dunque si 
avrà S'-f-Il' — A'=S-fII — A=2. Dal che si vede , che il 
teorema di Eulero à luogo ancora nel nuovo solido che 
contiene uno spigolo di meno ed una faccia di .meno ^ 
poiché due facce si sono riunite in una sola non piana. 

Se da questo secondo se ne sottrae ancora uno di 
quegli spigoli , sopra i quali 1’ inclinazione resta inva- 
riabile , la soppressione di questo spigolo darà luogo di 
nuovo alla xiunione di due facce contigue in una sola ; 
si dimostrerà similmente , che il teorema di Eulero à 
luogo ancora nel terzo solido che resulta dalla soppres- 
sione di due spigoli. 

Si può continuare a sopprimere tanti spigoli quanti 
se ne vogliano , purché questa soppressione non porta 
quella di qualche angolo solido, ed il teorema di Eulero 
avrà sempre luogo nel solido restante. Questo è ciò che 
si può vedere direttamente e generalmente, esaminando 
la dimostrazione che abbiamo data del teorema di Eulero; 
in fatti questa dimostrazione non suppone che le facce del 
poliedro siano piane; essa avrebbe egualmente luogo quan- 
do anche queste facce fossero terminale da contorni non 
situati nei medesimi piani ; essa suppone che ogni contorno 
sia rappresentato , secondo la nostra costruzione, da un 
poligono sferico, e che la somma delle superficie di que- 
sti poligoni sia eguale alla superficie della sfera. E non è 
anche necessario, che tutti questi poligoni siano conves- 
si, basta che ciascuno di essi possa essere riguardalo co- 
me la somma di più poligoni convessi, il che à sempre 
luogo, allorché, colia soppressione di più spigoli appar- 
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lenenti al poliedro daio, più facce piane si riuniranno in 
ima sola non piana -, poiché allora il poligono sferico clic 
rappresenta quest’ ultima sarà composto dalla somma dei 
poligoni sferici convessi che rappresentano le facce pia- 
ne soppresse. 

Veniamo ora al caso in cui la soppressione degli spi- 
goli, sopra i quali la inclinazione non varia, porta seco 
quella di uno o di più angoli solidi , sia perchè le in- 
clinazioni sopra tutti gli spigoli , in ciascuno di questi 
angoli, sia invariabile^ sia perchè queste inclinazioni non 
potrebbero variare che sopra tre spigoli solamente, ed 
allora essi sarebbero necessariamente costanti. 

Supponiamo in primo, che non si sopprima che un 
angolo solido , e sia m il numero delle facce di questo 
angolo o il numero degli spigoli che terminano al suo 
vertice. Sopprimendo l’angolo solido cui si tratta, si sop- 
primeranno nel tempo stesso m spigoli , e le m facce 
formando l’angolo solido si ridurranno ad una sola-, dun- 
que se si disegnino con 8', A' , H' ciò che diventano » 
numeri S, A, H, dopo la soppressione di un angolo so- 
lido si avrà S'=S-1, A'=A— m , Il'=H-(m-t). Dal 
che si ricava S'-J-H' — A'=S-j-H— A=2 : dunque il teo- 
rema di Eulero à luogo ancora nel nuovo solido. 

Ora egli è chiaro , che si possono sopprimere tanti 
angoli solidi, quanti se ne vorranno dal poliedro dato,o 
che il teorema di Eulero avrà sempre luogo nel poliedro 
restante -, poiché sopprimendo gli angoli solidi ad uno ad 
uno, si anno necessariamente differenti poliedri, dei quali 
due consecutivi restano nel caso che abbiamo esaminalo. 

Dunque in generale, se dal poliedro proposto si sop- 
primano tutti gli spigoli sopra i quali l’ inclinazione non 
varia punto ; sia che con questa soppressione il numero 
degli angoli solidi resti lo stesso, o che esso diventi mino- 
re, il poliedro che resta soddisfarà sempre al teorema di 
Eulero, cioè a dire, che chiamando j, h, a, le qunntilà che 
per questo poliedro corrispondono alle quantità S, H, A, 
del poliedro proposto, si avrà s-J-A-«= S-J-H— A=2. 

Ma in questo ultimo solido, le inclinazioni sopra gli 
spigoli dovranno tutte variare, poiché si sono soppressi 
tutti gli spigoli sopra i quali l’inclinazione non varia pun- 
to ; dunque questo solido entra nel primo caso : quindi 
la variazione simultanei di tutte queste inclinazioni non 
potrebbe aver luogo senza disnaturare il solido. 

Leubndre Geom. Solida 27 
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Dunque, In fine, un poliedro convesso qualunqifiS non 
può essere cambiato in un altro poliedro convesso che 
sia compreso sotto gli stessi piani poligonali e disposti 
nel medesimo ordine gli uni a riguardo degli altri. 



FINE DELLE NOTE. 
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